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PRÉFACE DU TRADUCTEUR 



La littérature mathématique française est très riche en 
problèmes de géométrie. Tous les cours de géométrie en 
contiennent par centaines ; les publications périodiques 
consacrées aux mathématiques donnent journellement des 
problèmes nouveaux. M. Laisant a eu l'heureuse idée de 
réunir ces derniers en un seul volume, avec l'indication de 
la revue qui a posé le problème et de celle qui en a publié 
la meilleure solution. 

Mais, dans les traités de géométrie, les problèmes sont 
nécessairement classés par chapitres ; ainsi, dans le Cours 
de Géométrie de Vacquant, on a : Livre premier, Ligne droite, 
Exercices sur le livre I" ; Livre II, Cercle, Exercices sur le 
livre II, etc. Dans les publications périodiques, les problèmes 
sont naturellement posés au hasard de l'invention, et, dans 
le recueil de M. Laisant, ils sont classés comme ils l'auraient 
été dans un supplément à un traité de géométrie : cercle, 
ligne droite, triangle, polygones, etc. 

Seul, l'ouvrage justement estimé de Julius Petersen, tra- 
duit du danois par 0. Chemin ('), classe les problèmes 
d'après les méthodes à employer pour leur résolution; mais 
ce recueil contient très peu d'énoncés de problèmes, et encore 
moins de problèmes résolus. 

{}) Méthodes et théories pour la résolution des problèmes de constructions 
qéométHques avec application à plus de 400 problèmes, Paris, Gautfiier- 
Villars, 
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VI PREFACE DU TRADUCTEUR 

Le livre de M. Alexandroff, très apprécié en Russie, puis- 
qu'il a eu en peu de temps six éditions, comblera, croyons- 
nous, une lacune regrettable. 

Comme J. Petersen, I. Alexandroff s'attache surtout aux 
méthodes : lieux géométriques, similitude, constructions in- 
verses, symétrie, translation, rotation, inversion, application 
de V algèbre à la géométrie. Chaque chapitre débute par un 
exposé de la méthode à employer. L'auteur donne ensuite 
un nombre considérable de problèmes-types, chacun avec 
une solution complète. Puis suivent les exercices qui peuvent 
facilement être résolus, si on s'est bien assimilé la marche 
suivie dans les problèmes résolus. Comme ce n'est ni la diffi- 
culté plus ou moins grande, ni tels ou tels chapitres d'un 
traité de géométrie qui ont guidé l'auteur dans le choix des 
problèmes, on trouve, à côté les uns des autres, les pro- 
blèmes sur la construction d'un triangle, d'un polygone, ou 
d'un cercle, sur la détermination de la direction d'une droite 
ou de la situation d'un point. 

Cette manière de procéder est, sans contredit, la seule 
bonne. Un élève qui a fait peu de problèmes de géométrie 
n'a qu'à lire attentivement les solutions des problèmes- 
types, à refaire au besoin toutes les opérations indiquées 
dans le livre, et il pourra non seulement résoudre les pro- 
blèmes-exercices donnés par 1. Alexandroff, mais tous ceux 
qu'il pourra trouver ailleurs ou que le professeur lui don- 
nera en classe. 

Pour les problèmes que le lecteur trouvera dans un 
ouvrage autre que celui d'Alexandroff, la plus grande diffi- 
culté résidera dans le choix de la méthode à appliquer. 
Certes, on peut toujours former une ou plusieurs équations - 
avec les éléments connus et inconnus du problème et trou- 
ver ainsi pour l'inconnue ou les inconnues les formules 
qu'on aura ensuite à construire ; mais quelquefois les racines 
trouvées sont exprimées en des formules tellement çom- 
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PREFACE DU TRADUCTEUR VII 

pliquées que la construction en devient sinon impossible, 
du moins trop ardue pour être exécutée. Dans certains cas, 
la formule algébrique trouvée pour l'inconnue rend au 
moins le service de montrer, d'une façon claire et indiscu- 
table, que le problème ne comporte pas de solution, comme 
cela a lieu, par exemple, pour le célèbre problème de la 
trisection de l'angle, qui a jadis troublé et trouble peut-être 
encore tant d'esprits et qui conduit à une équation du troi- 
sième degré, dont les racines ne peuvent pas être construites 
à l'aide de la règle et du compas. 

Gomme exemple de problèmes qui comportent une cons- 
truction géométrique très simple, mais dont l'expression 
algébrique est très compliquée, nous citerons le suivant : 

Construire un quadrilatère, dont on donne les angles et 
les diagonales. 

Soient À, B, C, D les angles et m, 
n, les diagonales données ; x et y 
deux cotés consécutifs à trouver. 11 
est clair que, si on trouve ces côtés, 
on peut construire le quadrilatère 
très facilement. 

Nous avons : 

(I) n 2 = x 2 -f- y 1 — <£xy cos A ; 

(II) m 2 = x 2 + BC 2 — 2#BC . cos B ; 




mais 



ou 



or, 



BC sin BDC sin (D — BDA) 
n sin C sin C 



BC sin D Dr .. . cos D . nni 
— = -. — 77 cos BDA + - — t; siq BDA ; 
n sin C sm C 



cos BDA = ■ *' + f — et sin BDA =_- - sin A; 

%iy ' n 
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VIII PREFACE DU TRADUCTEUR 

d'où 

~~ sin D n 2 4- y 2 — œ 1 . cos D . A 

sin C 2ny ' sm C 

Nous obtenons ainsi deux équations bicarrées tellement 
compliquées qu'il est inutile de poursuivre le calcul pour 
en déterminer les racines. 



5-^4- 




Pourtant la construction proposée est très simple. En 
effet, soit ABCD le quadrilatère demandé. Si nous traçons 
un cercle circonscrit au triangle DAB, nous remarquons que 
la longueur de la corde EF ne dépend que- des angles ABC 
et ADC. Mais l'angle BGD étant connu, nous voyons que le 
sommet C doit se trouver sur Tare d'un segment construit 
sur EF et capable de cet angle. Pour effectuer la construc- 
tion du quadrilatère, traçons sur MN = m un segment 
capable de l'angle a ; aux points M et N construisons les 
angles AMP = 3 et ANP = g ; traçons, de part et d'autre 
de EF, deux segments capables de l'angle 7, et du point A 
comme centre, avec n comme rayon, décrivons un arc de 
cercle qui coupera l'un des segments aux points G et C,. Joi- 
gnons le point G aux points E et F, et prolongeons les 
droites CE et CF. Les points d'intersection B et D seront 
avec A et G les sommets du quadrilatère demandé. En 
effet: ABC = ANE = g, ADC = AMF = B, DCB = MPN-= Y , 
d'où DAB = a et DB = MN = m ; en outre, AC = n. 

Cette solution, malgré sa simplicité apparente, ou plutôt 
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PREFACE DU TRADUCTEUR 



IX 



à cause île cette simplicité, n'est pas facile à trouver. La 
manière que nous venons d'indiquer pour la solution de 
ce problème rappelle celle des anciens, qui, pour chaque pro- 
blème nouveau, cherchaient une solution spéciale. 

Les procédés introduits par la Géométrie moderne sont 
tout autres. Résoudre un problème méthodiquement, c'est le 
ramener à un autre problème, ramener ce deuxième à un 
troisième, etc., jusqu'à ce que Ton arrive à un problème 
dont la solution peut être obtenue facilement. Un ouvrage 
comme celui de M. Alexandroff, où tous les problèmes 
s'enchaînent, où chaque proposition découle de la pro- 
position qui la précède, doit, à cette occasion, rendre de 
grands services. Prenons, par exemple, le problème 602, 
page llô. Considéré isolément, il est très difficile à résoudre, 
mais lisez attentivement la solution du problème 598, et 
vous trouverez immédiatement celle du problème 602. 
Revenons maintenant à notre 
quadrilatère. Il est tout natu- 
rel de construire de part et 
d'autre de Tune des diagonales 
données (m) les segments de 
cercles capables l'un de l'angle A, 
l'autre de l'angle G. La diagonale 
AC est connue. Si nous con- 
naissions, en outre, la position d'un point E tel que les 
arcs EG et AB aient même mesure, notre problème serait 
ramené au problème 602. 

Mais 




DBE = ABC — ABD — EBC 

= ABC — (180 — A — ADB) — EBC 

= ABC — 18) -f A + ADB — EBC. 



Les angles ABC el A étui'; donnés et ïos asrHes ADB 
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X PREFACE DU TRADUCTEUR 

et EBG devant être égaux d'après notre construction, nous 
voyons que l'angle DBE et, par conséquent, la position du 
point E sont connus. 

Si Ton fait la construction tout entière, on verra qu'elle 
est très compliquée. 

Les solutions méthodiques sont du reste souvent enta- 
chées de ce défaut; elles sont généralement moins simples, 
moins élégantes que les solutions individuelles procédant 
d'inspiration. Mais au moins, par cette voie, on atteint 
sûrement le but, et, ce qui est encore plus important, le rôle 
didactique des problèmes de géométrie devient très consi- 
dérable. 

Notre traduction est plutôt libre que littérale. Nous avons 
supprimé un nombre considérable de problèmes que certains 
auteurs considèrent comme théorèmes ; par exemple : 

Par un point A on peut mener une droite perpendiculaire 
au plan P, et on n'en peut mener qu'une (*). 

M. Alexandroff transforme ce théorème en problème : 
Par un point A mener une perpendictdaire au plan MN ( 2 ). 

Nous avons supprimé certaines indications de solutions, 
lorsque nous ne les trouvions pas assez développées pour 
aider les personnes peu habiles, et en même temps super- 
flues pour celles qui aiment à chercher la solution sans être 
aidées. 

Lorsque nous le trouvions nécessaire, nous avons déve- 
loppé, au contraire, les indications, par trop concises, de 
l'auteur afin de permettre à la première catégorie de lec- 
teurs de résoudre un problème relativement difficile. 

Ailleurs, pour des raisons différentes, nous avons substi- 
tué une manière de résoudre le problème à une autre. 

Nous avons pu commettre ainsi des erreurs que nous 



( 1 ) Vacquant, Cours de Géométrie élémentaire, p. 341, n p 563. 

( 2 ) Alexandroff, 6* édition russe, p. 5, n°20. 
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PREFACE DU TRADUCTEUR XI 

prions instamment nos lecteurs de vouloir bien nous signa- 
ler, afin de faire les corrections nécessaires pour les éditions 
postérieures. Qu'ils acceptent d'avance nos remerciements. 
Il nous reste un agréable devoir à remplir, c'est de remer- 
cier M. Hioux, professeur honoraire de mathématiques, qui 
a bien voulu lire une partie de notre manuscrit et nous a 
donné quelques bons conseils, dont nous avons profité : 
M. Pages, préparateur de physique et de chimie au lycée 
Saint-Louis, qui a lu une autre partie de notre travail. 

D. A. 
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SIGNES CONVENTIONNELS ET ABREVIATIONS 



Les majuscules A, B, C, etc., sont généralement employées 
pour désigner les angles d'un triangle ou d'un polygone. Les 
minuscules a, b, c, etc., correspondent aux droites ; dans les 
triangles, les lettres minuscules signifient les côtés opposés aux 
angles qui portent la même lettre, mais majuscule. 

A a , hauteur d'un triangle relative au côté a ; 

ô A , bissectrice de l'angle A ; 

m a , médiane du côté a. 

L'angle formé par deux droites AB et CD est désigné ainsi : 
^ (AB, CD). 

*±p, périmètre d'un triangle ; 

A, surface d'un triangle ; 

r, rayon du cercle inscrit dans un triangle; 

R, rayon du cercle circonscrit au triangle ; 

p a , rayon du cercle ex-inscrit, tangent au côté a et aux pro- 
longements des côtés b et c. 

Dans les renvois, le chiffre romain indique le chapitre ; le chiffre 
arabe, le numéro du problème. 

1. g.: lieu géométrique; 

m. s.: méthode de similitude ; 

m. sym. : méthode de symétrie ; 

m. i. : méthode du problème contraire ; 

m. tr. : méthode de translation; 

m. r. : méthode de rotation ; 

alg. : méthode algébrique. 
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PROBLÈMES 

DE 

GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE 

CHAPITRE PREMIER 
PROPOSITIONS PRÉLIMINAIRES 



PROBLEMES 



1. Tracer un segment de droite égala la somme de deux droites 
limitées a et b. 

2. Tracer un segment de droite égal à la différence Je deux 
droites limitées a et b. 

3. Tracer un segment de droite égal à la somme algébrique des 
segments de droite a -\- b — c -{- d — e. 

Étant donnés deux points A et B, la distance qui les sépare 
peut être considérée comme parcourue, soit de A vers B, soit de 
B vers A ; cette distance est appelée segment de droite, et Ton 
distingue les deux cas l'un de l'autre en écrivant, segment AB 
quand la distance est parcourue de A vers B, et segment BA, 
quand elle l'est de B vers A. Le point A est Y origine du segment 
AB, le point B en est Y extrémité; de même B et A sont respecti- 
vement l'origine et l'extrémité du segment BA. 

Lorsqu'on a à considérer sur une droite indéfinie plusieurs seg- 
ments, on convient de mettre le signe + devant le nombre qui 
mesure la longueur de tout segment parcouru dans un sens 
déterminé, et le signe — devant le nombre qui est la mesure de 
tout segment parcouru en sens contraire. On dit qu'un segment 
est positif ou négatif selon que le nombre qui mesure sa longueur 
est positif ou négatif. Le nombre lui-même est appelé mesure 
algébrique du segment. 
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2 PROBLEMES DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE 

Pour trouver la somme algébrique des segments de droite + a, 
-f- b, — c, + d, — e, traçons une droite indéfinie MN, et conve- 
nons de mettre le signe -f- devant le nombre qui mesure tout seg- 
ment de la droite MN parcouru dans le sens MN, soit de gauche 
à droite. 



Fig. 1. 

Transportons -\- aen AB, -f- b en BD, — c en DC, -(- d en CE et 
enfin — e en EF. Le segment AF sera la somme algébrique des 
segments donnés. 

4. Trouver le milieu d'une portion de droite AB. 

Du point A comme centre, avec un rayon arbitraire plus 
grand que la moitié de AB, nous décri- 
vons un arc de cercle [fig. 2) ; du point 
B comme centre, avec le même rayon, 
nous décrivons un second arc de cercle ; 
ces deux arcs se coupent aux points M 
>B et N. Nous menons la droite MN : cette 
droite rencontre la droite AB en un 
point O qui est le milieu de AB. 

En effet, les triangles AMN et NMB 

ayant trois côtés égaux chacun à chacun, 

sont égaux; d'où ^ AMO = ^L OMB. 

Les triangles AMO et OMB ayant un 

angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun 

sont égaux, d'où AO = OB. 

Nous voyons en outre que les angles AOM et MOB étant égaux, 
la droite MO est perpendiculaire à AB. 

5. Partager une droite limitée AB en 4, 8, 16,..., 2* parties 
égales. 

Partageons-la d'abord en deux parties égales, puis chaque 
moitié en deux, et ainsi de suite. 

6. Mener par le milieu d'une droite limitée AB une perpendi- 
culaire à celte droite (I, 4). 
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PROPOSITIONS PRELIMINAIRES 3 

7. Mener d'un point donné O, situé sur une droite donnée MN, 
une perpendiculaire à cette droite [fig. 2). 

Prenons de part et d'autre du point O des longueurs égales OA 
et OB, et procédons comme si nous avions à mener par le milieu 
d'une droite limitée une perpendiculaire à cette droite. 

8. Mener d'un point donné O, situé en dehors dune droite don- 
née AB, une perpendiculaire à cette droite [fig. 3). 

Du point O comme centre, 
avec un rayon arbitraire, 
décrivons un arc de cercle 
qui rencontre la droite AB 
en deux points M et N. Du 
point M comme centre, avec 
un rayon arbitraire, mais 
plus grand que la moitié 
de MN, décrivons un arc de 
cercle, et du point N comme 
centre, avec le même rayon, 
décrivons un second arc de 




^L -^ 



Fig. 3. 



cercle qui coupe le premier en un point K. Menons la droite OK ; 
cette droite est la perpendiculaire demandée. En effet, les 
triangles MOK et KON ayant deux côtés égaux chacun à chacu n 
et un troisième côté, OK, commun, sont égaux entre eux, d'où 
^L MOP = ^ PON. Les triangles MOP et PON ayant un angle 
égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun sont égaux, 
d'où ^ BPO = ^. APO = 90°. 
9. Par un point C d'une droite AB mener une droite CQ 




Fig. 4. 



telle que t angle QCP soit égala un angle donné a [fig. 4). 
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4 PROBLEMES DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE 

Du sommet L comme centre, avec une ouverture de compas 
arbitr; ire, décrivons un arc de cercle qui coupe en M et en N les 
côtés de T angle MLN = a; du point C comme centre, avec la 
même ouverture de compas, décrivons Tare de cercle QP ; puis, 
avec une ouverture de compas égale à la corde NM, déterminons 
la cordé PQ égale à NM, enfin menons la droite CQ. Les triangles 
MLN et QCP ayant les trois côtés égaux chacun à chacun sont 
égaux, donc l'angle QCP est égal à l'angle MLN = a. 

10. Construire un angle égal à la somme algébrique des angles 

+ «p + a ^ — a 3i + a 4* ~ as- 
soient sur un cercle dont le centre est O, ou sur deux cercles 
placés dans un même plan et ayant pour centres l'un le point O, 
l'autre le point 4 , deux arcs de cercle AMB et A^M^B,. On dit 
que ces deux arcs de cercle sont de même sens, si un observateur 
placé en O et regardant un mobile qui part de A et parcourt 
Tare AMB, et un autre observateur placé en O,, du même côté 
par rapport au plan, et regardant un mobile qui part de A 4 et 
parcourt Tare AjM^B,, voient tous deux le mobile qu'ils suivent 
se déplacer, de leur gauche à leur droite ou de leur droite à leur 
gauche. 

On dit que ces arcs sont de sens contraires lorsque, dans les 
mêmes conditions, un des observateurs voit le mobile se déplacer 
de gauche à droite, tandis que l'autre le voit se déplacer de droite 
à gauche. 

Deux angles AOB et A,0 4 B 4 , situés dans un même plan, sont 
de même sens, ou de sens contraires, quand les arcs de cercle AB 
et AjB, décrits l'un de O, l'autre de 0< comme centres, avec des 
rayons arbitraires, sont des arcs de même sens ou de sens con- 
traires. 

Pour construire la somme algébrique des angles -\-a v -\- a 2 , 
— #3î + rt j? — a v décrivons, des sommets de ces angles comme 
centres, avec une ouverture de compas arbitraire, des arcs de 
cercle b A c A , b 2 c 2 , ô 3 c 3 , b Â c A , b^*-. D'un point quelconque A comme 
centre, avec le même rayon, décrivons une circonférence de cercle. 
D'un point arbitraire A^ de cette circonférence, avec une ouverture 
de compas égale à la corde qui sous-tend Tare b { c { , déterminons- 
l'arc A 4 A 2 égal à b f c r Du point A 2 , avec une ouverture de compas 
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PROPOSITIONS PRELIMINAIRES 5 

égale à la corde qui sous-tend Tare b 2 c 21 déterminons dans le 
même sens Tare A 2 A 3 égal à b 2 c 2 . Du point A 31 avec une ouverture 
de compas égale à la corde qui sous-tend Tare b z c v déterminons, 
dans le sens contraire, Tare A 8 A 4 égal à c z b 3 (ou — b z c z ) et ainsi 
de suite. Enfin réunissons l'extrémité A 6 du dernier arc rapporté 
avec le centre A, et nous obtiendrons l'angle A 4 AA fl égal à la 
somme algébrique des angles donnés. 

11. Diviser un angle donné BAC en deux parties égales [ftg. 5). 
Du point A comme centre avec un rayon 

arbitraire, décrivons un arc de cercle qui 

rencontre les côtés de l'angle aux points M 

et N. De ces points comme centres, avec un 

rayon plus grand que la moitié de la corde 

•MN, décrivons des arcs de cercle qui se 

coupent en O. Joignons A et O. La droite AO 

est la bissectrice de l'angle BAC. En effet 

les triangles AMO et ANO, ayant deux côtés égaux chacun 

à chacun et un troisième côté, AO, commun, sont égaux, d'où 

^MAO=^NAO. 

12. Mener, par un point donné O, une parallèle à une droite 
donnée MN. 

D'un point quelconque B de la droite MN pour centre, avec BO 
pour rayon, décrivons un arc de cercle qui rencontre la droite MN 
au point C ; du point O comme centre, avec le même rayon, 
décrivons un arc de cercle BD ; puis avec une ouverture de 
compas égale à la corde CO, déterminons la corde BD et menons 
la droite OD ; cette droite est la parallèle demandée. 

13. Mener une droite qui soit à une distance donnée a dune 
droite donnée AB. 

Élevons une perpendiculaire à la droite AB ; portons sur cette 
perpendiculaire la ligne a, et par son extrémité menons une paral- 
lèle à AB (I, 12). 

14. Partager une longueur donnée AB en n parties égales. 
Menons par le point A une droite quelconque AC ; prenons sur 

cette droite n segments de droite égaux et juxtaposés ; joignons 
l'extrémité P du dernier segment au point B et menons par les 



Digiti 



zedby G00gle 




6 PROBLÈMES DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE 

extrémités des autres segments les droites parallèles à PB. La 
droite AB sera ainsi partgée en n parties égales. 

15. Partager une longueur donnée AB en parties proportion- 
nelles à des longueurs données (fig. 6). 

Soit à partager AB en deux parties proportionnelles aux lon- 
gueurs a et b, par exemple dans le rapport 
de 3 à 2. Menons par le point A une droite 
quelconque AC, et prenons sur cette droite un 
segment AP égal à trois fois un segment de 
droite arbitraire ; du point P, prenons PC 
égal à deux fois le même segment ; joignons 
les points C et B, et menons la droite PE 

parallèle à CB. La droite AB sera ainsi partagée par le point E 

en deux parties proportionnelles aux longueurs données a et b. 
Si le rapport des droites a et b n'est pas donné, prenons, avep 

un compas, AP = a et PC = b ; joignons les points C et B et 

menons, comme ci-dessus, PE parallèle à CB. 

16. Sur le prolongement d'une portion de droite donnée AB 

trouver un point C, tel que -j-=i = — (I, 15). 

Construire un triangle connaissant : 

17. a, b, c. 

18. A, C, b. 

19. aie, B. 

20. A = 90°, a, B. 

21. A = 90°, 6, c. 

22. A == 90°, a, b. 

23. A = 90°, 6, C. 

24. A = 90°, b, B. 

25. A, b, m b . 
' 26. A, b A9 b. 

27. A, B, ft A . 

28. a, 6, m h . 

29. A, b A , h a . 

30. b = c, B. 

31. b ■==. c, ht,* 
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Construire un quadrilatère ABCD, connaissant : 

32. A, B, C, AB, AD. 

33. AB, BC, CD, B, C. 

34. AB, A, B, ^ CAB, ^ DBA. 

35. A, B, C, AD, CD. 

36. AB, AC, AD, ^ CAB, ^ DBA. 

Construire un parallélogramme ABCD, connaissant : 

37. AB, BC, AC (I, 17). 

38. AB, BC, B (I, 19). 

39. AB, BAC, ABD (I, 18). 

40. AB, BD, ABD (I, 19). 

41. AB, AC, BD (I, 17). 

42. AC, BD, ^ (AC, BD) (1, 19). 

43. Construire un carré, connaissant la diagonale. 

44. Construire un losange, connaissant les diagonales. 

THÉORÈMES A DEMONTRER 



45. Déterminer : 1° l'angle compris entre les bissectrices MN 
et PQ des angles AOC etBOD dont les côtés sont respectivement 
perpendiculaires ; 

2° L'angle compris entre les bissectrices des angles adjacents 
supplémentaires ABC et CBD. 

46. La demi-somme de deux côtés AB et BC d'un triangle ABC 
est plus grande que la médiane BD relative au troisième côté. 

Prolongeons la médiane et construisons un parallélogramme ABCE 
dont la diagonale BE est égale à 2BD, Nous ayons EA + AB > BE, mais 

EA = BC et BE = 2BD ; donc BC + AB > 2BD, ou AB "*" BC > BD. 

47. La somme des trois médianes d'un triangle est comprise 
entre la moitié du périmètre du triangle et ce périmètre : 

^ b + c ^ a + c ^ a + b 

m a < — | — ? m b < -^~i m c < — ^ — . 
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8 PROBLEMES DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE 

d'où 

m a + mb + m c < a + b + c. 

D'autre part : 

wi a > o — 5» mb > c — -> m c > a — - > 

d'où 

, a+ 6 + c 
m a + mi, + m c > z • 



48. Les milieux de tous les segments de droite compris entre 
deux droites parallèles se trouvent sur une même droite, qui est la 
parallèle équidistante des deux premières. 

49. Deux cordes qui forment avec un rayon en un point arbi- 
traire de ce rayon un angle égal sont égales entre elles. 

50. Si deux cordes forment avec un diamètre des angles égaux 
en deux points de ce diamètre équidistants du centre, ces deux 
cordes sont égales entre elles. 

51. Si la corde AB est égale au double de la distance qui la 
sépare du centre du cercle, Tare sous-tendu par cette corde est 
de 90°. 

52. La bissectrice de l'angle formé par le prolongement de 
deux cordes égales passe par le centre du cercle. 

53. Soit ABC un triangle rectangle dans lequel A = 90°, 
C = 60° ; démontrer que la bissectrice de l'angle C est égale au 
segment BD déterminé par elle sur le côté AB. 

54. Soit M un point situé sur le côté AB d'un triangle donné 
ABC. Combien peut-on former de triangles semblables au 
triangle ABC par des transversales passant par M ? (Ré p. : 4). 

55. Si dans deux triangles les hauteurs sont proportionnelles 
aux segments qu'elles déterminent sur les bases, ces triangles 
sont semblables. 

56. Les segments déterminés sur un quelconque des côtés 
d'un triangle par la bissectrice de l'angle opposé à ce côté sont 
plus petits que les côtés adjacents à ces segments. 



Soit BD la bissectrice de l'angle B du triangle ABC. Nous avons 
B AD AB + BG AD 4- PC 
C ~" DG AB ~~ AD ' 

donc AD < AB. De même DG < BG. 



AB AD . AB + BG AD 4- DG . APk , __ kn ^ AO , Dn 
BC = DG et AB-=—ÂL- 5 maisAD +DC = AG < AB + BC, 
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57. Soient BD et FH les bissectrices des angles B et F et soit 

AB + BC + AC AD PC. 

EF + FG + EG ~~ EH ~~ HG' 

démontrer que les triangles ABC et EFG sont semblables [fig, 7). 
En effet, 



AD DC 

ËH = HG^ 

AD DC AG 

EH ~~ HG — EG' 


AD 
DG 


EH 
— HG' 




d'où 






AB + BC AD 




1- 


EF + FG — EH' 


B 


l 




D'autre part : 




r 


\ 


AB AD EF EH 

BG ~ DG FG ~" HG' 


/ \ 




\ \ 


h D 


C E H 


d'où 




Fig. 7. 


AB BG AG 






EF~~FG~~EG" 









~*G 



58. Si deux triangles ont un angle au sommet égal et les 
rapports entre les segments déterminés sur la base par la hau- 
teur égaux, ces deux triangles sont semblables. 

A C CC 

Soient, dans les triangles ABC et DEF, B = E, p-^r = 77=;* 

Dn Hr 

Menons dans l'angle ABG une droite parallèle à AG et sur laquelle les 

côtés de l'angle interceptent un segment JK égal à DH. Prolongeons JK 

A P Rf ' 

jusqu'à l'intersection avec BG en L. Nous avons ™ = — ? ce qui, en 

A C CC 

comparant avec — = — » donne KL = HF. Il est facile de démontrer 

que les triangles JBL et DEF sont égaux. Or, comme les triangles JBL et 
ABG sont semblables, les triangles donnés DEF et ABG le sont également. 
Le théorème est encore vrai si, au lieu des hauteurs, on prend des 
lignes droites formant avec la base des angles égaux. 

59. Si, dans un triangle ABC, nous menons une ligne DE 
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10 PROBLÈMES DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE 

parallèle à AC, telle que jttt ~ — ? toutes les autres lignes du 

triangle BDE sont dans le même rapport avec les lignes corres- 
pondantes du triangle BAC. 

Prenons, par exemple, les médianes AP et DM (fig. 8). Dans les 

triangles semblables ABC et DBE nous avons 

BC 

AB BG , , AB 2 BP 

Sg = gg et, par conséquent, — = ^ = — - 

2 
Les triangles ABP et DBM, ayant un angle com- 
mun B compris entre deux côtés proportionnels, 

, , , , ,, , AP AB AG m 
sont semblables, d ou — = - = — = -. 

60. Les médianes homologues de deux triangles semblables 
partagent ces triangles en quatre triangles semblables deux à 
deux (I, 59). 

61. Les trois médianes d'un triangle se coupent en un même 
point, et les segments de chaque médiane sont entre eux dans le 
rapport de 2 à 1. 

Soit AD la médiane issue du sommet A. Toute droite menée du som- 
met B à un point de AG situé entre A et G rencontre AD entre A et D. 
Soit BE la médiane issue du point B ; elle rencontre AD en un cer- 
tain point 0. Menons par G une parallèle à BE ; elle rencontre le 
prolongement de AD en un certain point F. Dans le triangle AGF, la 
droite EO passe par le milieu de AC, et, de plus, elle est parallèle à CF, 
donc le point est le milieu de AF. D'autre part, les triangles BDO, GDF, 
ayant un côté égal adjacent à deux angles égaux, chacun à chacun, sont 

VO 2 

égaux, et DO = DF. Nous avons donc '— = -• 

DU 1 

On démontre de même que la médiane issue du point G rencontre la 
médiane AD, entre A et D, en un point dont la distance au point D est 
la moitié de AO, c'est-à-dire au point 0. Donc les trois médianes sont 
concourantes et découpent l'une sur l'autre des segments dans le rap- 
port de 2 à 1. 

. 62. Dans un triangle rectangle dont un angle est dé 60°, le côté 
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adjacent a cet angle est égal à la moitié de l'hypoténuse {fig. 9). 

Menons BD telle que B 

^ ABD == 60° ; 

^ DBC est alors de 30°, et nous 
avons AB= AD =BD etBD=DG, 

d'où AB — K - AG. 




63. Tout triangle dans lequel le carré d'un côté est égal à la 
somme des carrés de deux autres côtés est un triangle rectangle. 

64. Dans tout triangle dont un angle est de 60° ou de 120°, on 
a à 1 = b 2 -\- c 2 — bc, ou a 2 = b 2 -f- c 2 -j- bc. 

65. Les cordes communes à un cercle donné et à tous les cercles 
passant par deux points fixes vont concourir en un même point 
{fig. 10). 

Soit 4 une circonférence passant par les points A et B et tangente à 
la circonférence donnée O en un point K. Admettons que la tangente 

commune aux deux circonfé- 
rences rencontre le prolonge- 
ment de la droite AB en un 
point C et que le prolongement 
d'une droite arbitraire CM ren- 
contre la circonférence O en L ( 
et la circonférence ABMN en L. 
En vertu du théorème sur les 
sécantes, nous avons AG X CB 
= CK 2 , AG X CB = CL X CM 
et CK«=CL 4 XCM,dV>ùCL=CL| f 
ce qui ne peut avoir lieu que 1 orsque L et L f coïncident avec le point 
d'intersection N des circonférences O et ABMN. 

66. Si les points A, B, D et E situés sur les lignes AC et DC, 
qui se rencontrent au point C, satisfont à l'égalité AC X BC 
= DC X EC, ces points se trouvent sur une circonférence (le 
point C peut être à l'intérieur ou à l'extérieur de la cir- 
conférence) . 




Fig. 10. 
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Faisons passer une circonférence par les points A, B et E, et suppo- 
sons qu'elle ne passe pas par le point D, mais par un autre point D' de 
la ligne DG. Nous aurons alors AG X BC = D'C X EC, d'où D'C = DC; 
Le point D' coïncide donc avec le point D. 

67. Le rayon du cercle inscrit dans un triangle équilatéral est 
égal au tiers de sa hauteur. 

68. Déterminer le rayon d'un cercle, connaissant a, c et hi, d'un 
triangle inscrit. 

Si est le centre du cercle circonscrit et BOE le diamètre, nous 

AR RF 

avons, dans les triangles semblables ABD et BEC, — = -^n d'où 

69. étant le centre d'un cercle, ABC un triangle inscrit dans 
ce cercle et BD = h b , démontrer que b R est la bissectrice de 
l'angle OBD. 

70. Les polygones réguliers ayant le même nombre de côtés 
sont semblables; les angles augmentent avec le nombre des 
côtés. 

71. Quel est le nombre des côtés d'un polygone régulier 
inscrit, lorsque le côté de ce polygone est deux fois plus petit que 
le côté du polygone circonscrit du même nombre de côtés ? 

CLV 

La formule : = 2a donne a a = 3r 2 , ce qui a lieu lorsque a 

est le côté d'un triangle. 

72. Les diagonales d'un pentagone régulier déterminent par 
leurs intersections un nouveau pentagone régulier. 

73. Les côtés d'un triangle sont dans des rapports inverses 
avec les hauteurs relatives. 

La surface d'un triangle est égale à —> à — i j ou à -r- 2 > d'où -= -£, 

a h$ b Aj 

c h c h K 



Digiti 



zedby G00gle 



PROPOSITIONS PRELIMINAIRES 



13 



74. Connaissant les trois hauteurs h^ A 2 , A 3 ,(Tun triangle, déter- 
miner ses côtês(/îg. 1 1) . 



Prenons un cercle 
quelconque et un point 
A en dehors de ce cercle. 
Du point A comme cen- 
tre avec h{, /ij» ^3» 
comme rayons, décri- 
vons trois arcs de cercle 
B, C, D et prolongeons ^-..^ 

les lignes AC et AD. 

Les côtés du triangle 
seront alors proportion- 
nels aux droites AE, AF 
et AG, attendu que nous 
avons AE X AB = AF X AC = AGX AD 
point A ? 




Fig. 11. 



Comment faut-il choisir le 



75. Dans les parallélogrammes et les rectangles équivalents, 
les hauteurs sont inversement proportionnelles aux bases. 

76. Dans les trapèzes équivalents, les hauteurs sont inversement 
proportionnelles aux droites, qui joignent les milieux des côtés 
non parallèles. 

77. Un trapèze est partagé en deux parties équivalentes par 
une droite inclinée sur les côtés parallèles. Démontrer que cette 
ligne passe par le milieu de la droite, qui joint les milieux des 
côtés non parallèles. 

78. Les périmètres des polygones circonscriptibles équivalents 
sont inversement proportionnels aux rayons des cercles inscrits. 

79. Trouver la surface d'un triangle, connaissant abc et R. 

1 cic cibc 

La surface est égale à - 6/t^; mais hi> = 6 -=r (I, 68), donc S = —• 

80. Deux triangles sont inscrits dans un cercle et ont une base 
commune. Démontrer que les produits des deux autres côtés 
sont proportionnels aux hauteurs abaissées sur la base commune. 

Désignons par s et s les surfaces des deux triangles, par a, 6, c, h le s 
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14 PROBLEMES DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE 

côtés et la hauteur de l'un et par a, b\ c, et h' les côtés et la hauteur 
de l'autre. D'après la formule du paragraphe précédent, nous avons 

abc . ab'c ,, , s ab h 

4R 4R s ab h 



81. Étant donné que dans un prisme triangulaire oblique : 1° 
les droites DM et DK sont respectivement perpendiculaires à AC 
et AB {jig. 12); 2° ML est perpendiculaire à AC et NK à AB dans 

le plan ABC, démontrer que la droite 
DO qui joint le point D au point d'inter- 
section de ML et de NK est perpendi- 
culaire au plan ABC. 




Fi-. 12. 



Le pied de la perpendiculaire DO doit 
se trouver sur ML et sur NK et se trouve, 
par conséquent, à leur intersection. 

Si AD fait avec les arêtes AB et AC 
deux angles égaux, les triangles rectangles 
DAK et DAM sont égaux et, par conséquent, 
AM = AK. De l'égalité des triangles rectangles AOM et KAO, nous con- 
cluons que l'angle OAM est égal à l'angle KAO et que le point se 
trouve sur la bissectrice de l'angle KAM. Si la perpendiculaire DM tombe 
sur le prolongement du côté AC, le point est sur la bissectrice de 
l'angle SAB. 
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CHAPITRE II 

PROBLÈMES SUR LA CONSTRUCTION 
DES FIGURES GÉOMÉTRIQUES 



CONSIDERATIONS GENERALES ET PROBLEMES-TYPES 

Pour construire une figure géométrique, connaissant quelques- 
uns de ses éléments, en nombre suffisant pour que le problème 
soit déterminé, on doit procéder de la manière suivante : 

a) Faire une construction approximative, en supposant le pro- 
blème résolu et chercher une corrélation entre les éléments donnés 
et cherchés ; 

b) Cette corrélation une fois trouvée, effectuer la construction 
véritable ; 

c) Démontrer qu'elle est exacte ; 

d) Discuter le problème. 

Les exemples qui suivent peuvent servir de modèles pour la 
marche à suivre. 

1. Etant donnés trois B 

}wints A, B et C, mener par j\ 

A une droite équidistante 
deB et de C. 

a) Supposons le problème 
résolu (fig. 13), et soit AL C 

la droite cherchée. Menons Fig. 13. 

BC qui coupe AL en O et 
abaissons les perpendiculaires BM et CL. Nous remarquons alors 




si 



Digiti 



zedby G00gle 



16 PROBLEMES DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE 

que les triangles rectangles MBO et LCO, ayant un côté et un 
angle aigu égaux chacun à chacun (BM = LC, -^ BOM = ^:COL), 
sont égaux et que, par conséquent, les hypoténuses BO et CO sont 
égales. 

b) Pour effectuer la construction, il suffit donc de joindre les 
points B et C, de partager BC en deux parties égales et de 
joindre le milieu O de cette droite au point donné A. 

c) Pour démontrer l'exactitude de la construction ci-dessus, con- 
sidérons les triangles rectangles BMO et CLO. Ces triangles 
ayant l'hypoténuse et un angle aigu égaux chacun à chacun sont 
égaux entre eux et, par conséquent, BM = CL. 

d) Le problème comporte toujours une solution et n'en comporte 
qu'une. Si le point A se trouve sur BC, la droite cherchée se con- 
fond avec elle. Si A et O coïncident, le problème devient indéter- 
miné, toute droite passant par O satisfaisant à la donnée du pro- 
blème. 

2. Trouver sur le côté AC d'un angle donné BAC un point équi- 
distant du sommet A et d'un point donné M situé à V intérieur de 

l'angle. 

a) Supposons le problème 
résolu et soit X un point 
tel que AX = MX [fig. 14). 
Ayant abaissé une perpen- 
diculaire XE sur la droite 
AM, nous remarquons que 
les triangles rectangles 
Fig. 14. AXE etMXE, ayantl'hypo- 

ténuse et un côté de l'angle 
droit égaux chacun à chacun, sont égaux et que, par conséquent, 
AE = EM. H en résulte que le point cherché se trouve sur la per- 
pendiculaire menée à la droite AM par son milieu. 

b) Pour effectuer la construction, joignons les points A et M; du 
milieu de la ligne AM élevons une perpendiculaire à cette droite 
(I, 6). Le point d'intersection de la perpendiculaire avec le côté AC 
sera le point demandé. 

c) Les triangles rectangles AEX et MEX, qui ont deux côtés 
égaux chacun à chacun, sont égaux, d'où AX = XM. 




'N 
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d) Le problème n'a pas de solution lorsque AM est perpendicu- 
laire à AC, la droite EN devenant alors parallèle au côté AC. 
Lorsque M coïncide avec A, le problème est indéterminé, tout 
point de la droite AC satisfaisant à la condition posée. 

3. Etant donné deux droites parallèles MN et PQ et un point A, 
mener par ce point une sécante telle que le segment compris entre 
les parallèles soit égal à une portion de droite donnée a {fig. 15). 

a) Supposons le problème résolu, 
et soit BC = a. Pour résoudre le 
problème, il faut déterminer la 
direction de la sécante AC. Menons 
DE parallèle à BC ; nous avons 
alors DE = a, comme deux seg- 
ments de parallèles compris entre 
deux parallèles. Le point E étant 
pris arbitrairement sur PQ, le point lg ' 

D se trouve à l'intersection de MN avec la circonférence de cercle 
décrite du point E comme centre avec ED = a comme rayon. 

b) Pour effectuer la construction, d'un point arbitraire E comme 
centre, avec a comme rayon, décrivons un arc de cercle et par les 
points d'intersection K et D de cet arc avec la droite MN menons 
deux rayons ED et EK. Enfin parle point A menons les droites AC 
ef AR parallèles à ED et à EK. 

c) BC = DE et SR = EK comme segments de parallèles com- 
pris entre deux parallèles ; mais KE — DE = a et, par conséquent, 
BC = SR = a. 

d) Le problème comporte deux solutions lorsque MN coupe le 
cercle E ; il n'en a qu'une seule lorsque MN est tangente au cercle, 
et, dans ce cas, AC est perpendiculaire aux deux droites paral- 
lèles. Enfin le problème ne comporte pas de solution quand le 
cercle E ne touche pas MN. 

4. Par un point M donné sur une circonférence de cercle, mener 
une tangente à ce cercle, 

5. Mener une circonférence de rayon déterminé tangente à une 
droite donnée en un point donné, 

6. Mener une ta) i g ente à un cercle parallèlement à une droite 
donnée [fig. 16). 

2 
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a) Supposons le problème résolu. Soit AB tangente au cercle O 
et parallèle à MN. Le problème se réduit à trouver le point de 
contact F. En effet, ce point étant trouvé, joignons O et F, 
prolongeons OF jusqu'à son intersection 
avec MN en L. ^L NLO = ^i BFO comme 
correspondants, mais -^ BFO est droit, 
donc -^ NLO Test également, et OL est 
perpendiculaire à MN. 

b) Pour effectuer la construction, abais- 
sons du centre O une perpendiculaire sur la 
droite donnée MN. Cette perpendiculaire 
rencontre le cercle en deux points F et K. 
Par chacun de ces points menons une parallèle à la droite donnée. 
c)^OLN=^:OFB, comme correspondants; mais-^OLN = 90°; 
donc ^OFB = 90°, et BF est la tangente demandée, comme per- 
pendiculaire à l'extrémité du diamètre KF. 

d) Le problème comporte toujours deux solutions. 
7. Par un point donné M mener une circonférence tangente à 
une circonférence donnée en un point donné L {fig. 17). 

a) Supposons le problème résolu, et 
soit K une circonférence tangente à la 
circonférence O au point L et passant 
par le point donné M. Le centre { doit 
se trouver sur le prolongement de la 
droite OL et en même temps sur la per- 
pendiculaire à la corde ML menée par 
son milieu. Il se trouvera donc à Tinter- 
section de ces deux droites. - Fig. 17. 

b) Pour effectuer la construction, on 

joint le point L aux points O et M, et, par le milieu de la droite ML, 
on élève une perpendiculaire à cette droite. Le point d'intersec- 
tion { de la perpendiculaire QP et du prolongement du rayon OL 
est le centre du cercle demandé. 

c) En effet, 0,L = 0,M comme obliques dont les pieds sont à 
égale distance du pied de la perpendiculaire PQ. Les points L 
et M se trouvent donc sur une Circonférence ; d'autre part, la 
ligne des centres 00, est égale à OL -f- 0,L ou à la somme des 
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rayons ; donc L est le point de contact des deux circonférences. 
d) La solution reste la même, si le point M est à l'intérieur du 
cercle O {fig. 18), avec cette différence que la circonférence 
cherchée sera à l'intérieur de la circonférence donnée et que la 
ligne des centres sera égale à la différence des rayons. Si le 
point M est sur la circonférence, la circonférence cherchée 





Fig. 18. 



Fig. 19. 



coïncide avec la circonférence donnée. Le problème ne comporte 
pas de solution, si le point M est sur la tangente menée à la circon- 
férence O au point L {fig. 19) ; car, dans ce cas, la perpendicu- 
laire PQ étant parallèle à la ligne OL, le centre cherché se 
trouve à V infini. 

8. Inscrire dans un carré donné ABCD un triangle équilatéral 
de telle manière qu'un de ses sommets s'appuie sur AD en un 
point donné E {fig. 20). 

a) Soit EFG le trian- 
gle cherché. Menons 
GH parallèle à CD et 
construisons sur EF ^\ 
un triangle EJF égal \ 
à EGH. 1/angle exté- 
rieur AEG est égal à 
EGH + 90°, mais il est 
aussi égal à la somme 
AEJ + JEF + 60; 
d'où AEJ = 30°. 

b) Pour effectuer la 

construction, menons EJ telle que AEJ = 30° (I, 9) ; prenons 
EJ = CD ; du point J menons une perpendiculaire à JE. L'inter- 
section de cette perpendiculaire avec le côté AB est le deuxième 




Fig. 20. 
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sommet du triangle. Pour trouver le troisième, il suffit dé décrire, 
du point E comme centre, avec EF comme rayon, un arc de cercle 
qui coupera BC au point G. 

c) Le triangle EFG est un triangle équilatéral. En effet, 
AEG = AEJ + JEF + FEG = EGH + 90° ; mais JEF = EGH 
(à cause de l'égalité des triangles rectangles JEF, EGH ayant 
l'hypoténuse et un côté égaux chacun à chacun) ; donc, en 
substituant 30° à AEJ et en supprimant les parties égales, 
on obtient 30° + FEG = 90°, d'où FEG = 60°. 

d) Le problème est possible lorsque JF rencontre AB ; si cela 
n'a pas lieu, on construit KED = 30° du côté opposé, et les 
sommets du triangle cherché se trouveront sur les côtés BC, CD 
et AD. Si les. points E et A coïncident, les côtés du triangle 
forment des angles de 15° avec les côtés AB et AD. Le problème 
comporte donc toujours une solution.^ 

9. Etant donnés un cercle O et un point A pris en dehors de ce 

cercle, tracer par A une sécante telle que le segment intérieur soit 

égal au segment extérieur {fig. 2i). 

a) Supposons le problème résolu. 

Soit AC = CB. Menons le diamètre BD 

et joignons les points D et C. L'angle 

DCB qui s'appuie sur un diamètre est 

droit. Les triangles rectangles ACD et 

CBD sont égaux, d'où AD = DB. Le 
Fig. 21. . . 

point D est donc à l'intersection de la 

circonférence O et d'une autre circonférence du rayon égal au 

diamètre. 

b) Pour effectuer la construction, décrivons du point A comme 
centre une circonférence de rayon AD = MN; joignons D et 
le centre O et prolongeons DO jusqu'à l'intersection en B avec 
la circonférence. La ligne AB est la sécante demandée. 

c) Le triangle ADB est un triangle isocèle ; DC est la hauteur 
de ce triangle, car DCB = 90° ; or la hauteur d'un triangle 
isocèle coupe la base en deux parties égales, d'où AC = CB. 

d) La circonférence décrite du point A comme centre et avec 
un rayon égal au diamètre de la circonférence O peut couper 
celle-ci en deux points (D et K) ; en un seul, lorsque les deux 
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circonférences sont tangentes, ou ne pas couper du tout, lorsque la 
distance AO est plus grande que le triple du rayon. Le problème 
comporte donc deux solutions, une seule, ou n'a pas de solution 
du tout. 



Comme le lecteur le voit, Ton commence par supposer le pro- 
blème résolu ; on fait un dessin, on observe le rapport entre les 
lignes, les points, les angles, etc. Au besoin, on trace des lignes 
auxiliaires, comme nous l'avons vu lors de la solution des pro- 
blèmes 3, 8 et 9. Une fois la solution ébauchée, on effectue la 
construction, on fait la preuve, et enfin on discute le problème 
dans le but de déterminer le nombre de solutions qu'il comporte . 

Les problèmes suivants peuvent être résolus de la manière que 
nous venons d'exposer. 

10. Par trois points donnés, mener trois parallèles telles que la 
distance qui sépare la première de la deuxième soit égale à celle 
qui sépare la deuxième de la troisième (trois solutions). 

11. Étant donnés une droite MN et deux points A et B, trouver 
sur la droite AB un point tel que sa distance à la ligne MN soit 
égale a la demi-somme des distances des points A et B à la 
même droite. 

12. Des points A et B comme centre décrire deux circonférences 
de même rayon, de façon à ce que la tangente commune à ces 
circonférences passe par le point C (II, 1). Au lieu de l'égalité de 
rayons, on peut donner leur rapport. 

13. Des points A et B comme centres, décrire deux circonfé- 
rences de même rayon, telles que la tangente commune aux deux 
circonférences soit en même temps tangente à une circonférence 
donnée 0. 

14. Étant donnés trois points, A, B et C, mener une droite par 
le point A, de telle manière que les pieds des perpendiculaires 
abaissées de B et de C sur cette droite soient à égale distance du 
point A. 

15. Étant donnés une droite MN, un point A sur cette droite et 
deux points B et C en dehors, mener par ces derniers deux paral- 
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lèles qui coupent MN en deux points D et E, tels que le rapport 
de DA à DE soit donné. 

16. Construire un parallélogramme de telle manière que les 
milieux de trois de ses côtés soient en trois points donnés. 

17. Construire un triangle, connaissant la situation des milieux 
de ses trois côtés. 

18. Mener une droite à égale distance de trois points donnés. 

19. Étant donnés quatre points non en ligne droite, mener une 
droite telle que les distances des points A etB à cette droite soient 
respectivement égales aux distances des points C et D à la même 
droite. 

20. Mener par un point donné A une droite telle que les dis- 
tances de deux points donnés B et C à cette droite soient dans un 
rapport donné. 

21 . Par deux points donnés, mener deux parallèles sur lesquelles 
une circonférence donnée intercepte deux portions de droites égales. 

22. Tracer une circonférence passant par deux points A et B 
et tangente à une droite CD parallèle à AB. 

23. Par le point A pris à l'intérieur d'un angle BCD, mener 
une droite qui détermine sur les côtés de l'angle deux segments 
de droite égaux. 

24. Par le point A pris à l'intérieur d'un angle BCD, mener 
une droite qui forme avec les côtés de l'angle deux angles égaux. 

25. Construire un triangle ABC, connaissant la hauteur BD 
issue de l'angle B et les rayons des cercles circonscrits aux 
triangles ABD et CBD. 

26. Etant données deux circonférences concentriques, tracer du 
même centre une troisième circonférence, de façon qu'un triangle 
donné puisse avoir ses trois sommets sur chacune des trois cir- 
conférences (trois cas). 

27. Étant donnés deux angles dont les côtés sont parallèles 
deux à deux, mener par l'intersection X des côtés non parallèles 
une sécante ZXY (Z et Y sur les autres côtés non parallèles) 
telle que ZX = XY. 

28. Construire un parallélogramme de telle manière que deux 
sommets opposés soient en deux points donnés A et C, et deux 
autres sur une circonférence donnée. 
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29. Construire un losange, connaissant une diagonale et le 
rayon du cercle inscrit. 

30. Etant donnés un point A et deux circonférences de rayon 
égal, mener par A une droite sur laquelle les circonférences inter- 
ceptent deux portions de droite égales. 

SI. Etant données deux circonférences sécantes de rayon égal, 
mener par l'un des points d'intersection deux cordes égales (l'une 
dans le premier cercle, l'autre dans le second) et formant un 
angle donné. 

32. Par l'un des points d'intersection de deux circonférences 
données, mener une droite sur laquelle les circonférences inter- 
ceptent deux portions de droite égales ou se trouvant dans un 
rapport donné. 

33. Construire un triangle ABC, connaissant une médiane BD 
et les rayons des cercles circonscrits aux triangles ABD et CBD. 

34. Mener par le point d'intersection A des circonférences 
et 0, une sécante BAC, de telle façon que les angles BOA et A0 4 C 
soient égaux. 

35. Du point A comme centre, décrire une circonférence qui 
rencontre orthogonalement une circonférence donnée O. 

36. Par un point M d'une circonférence 0, mener une corde 
deux fois plus grande que sa distance au centre (I, 5i). 

37. Du point A comme centre, décrire une circonférence qui 
coupe une circonférence donnée en deux parties égales. 

38. Étant donné un cercle, trouver, sur le prolongement d'un 
diamètre donné, un point tel que les tangentes menées de ce 
point au cercle soient égales : a) au rayon ; — b) à la moitié du 
rayon. 

39. Étant donnés deux points A et B, mener par ces points 
deux circonférences, de telle manière que les tangentes au point A 
soient parallèles à deux droites données. 

40. Tracer un cercle tangent à trois cercles égaux donnés. 

41. Mener une sécante à deux parallèles données, de telle 
manière que le segment compris entre les parallèles soit de lon- 
gueur donnée et que les distances de deux points A et B à cette 
sécante soient dans un rapport donné (I, 16). 

42. Mener une droite tangente à un cercle donné et telle que 
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le segment compris entre deux parallèles données soit de lon- 
gueur donnée (II, 6). 

43. Décrire un cercle passant par deux points donnés A et B 
et ayant avec un cercle donné une corde commune parallèle à 
une droite donnée. 

44. Décrire un cercle tangent à un cercle donné O en un point 
donné A et ayant avec un autre cercle donné O, une corde com- 
mune, telle que la perpendiculaire abaissée sur cette corde du 
centre O, passe par un autre point donné B. 

45. Trouver, sur un des côtés d'un triangle rectangle, un point 
qui soit situé à égale distance de l'hypoténuse et du sommet de 
l'angle droit (I, 11). 

46. Par un point donné, mener une circonférence tangente à 
deux droites parallèles données. 

47. Étant donnés un angle et un point A, mener par ce der- 
nier une sécante, de telle manière qu'elle soit partagée par le 
point A dans un rapport donné. 

48. Étant donnés une circonférence de cercle et un point A sur 
cette circonférence, mener par ce point une corde AD qui soit 
coupée par une corde donnée BC dans un rapport donné (I, 16). 

49. Étant donnés deux points A et B pris sur deux parallèles 
et un troisième point C pris en dehors de ces parallèles, mener 
par C une sécante DE telle que AD et BE soient dans un rapport 
donné. 

Si la droite cherchée DE rencontre la droite AB ou son prolongement 

AF AD 
en un point F, nous avons — = ôêtC» ^)* ^ e P r °hlème n'est qu'un cas 

particulier du problème général résolu par Apollonius (*). 

50. Inscrire dans un cercle donné un trapèze ABCD tel que le 
côtéAB soit de longueur donnée et que l'arc BC soit deux fois 
plus petit que l'arc ABCD. 

51. Construire un triangle équilatéral, connaissant le rayon du 
cercle inscrit (1, 67). 

( l ) Apollonius, géomètre et astronome grec du ui e siècle avant Jésus- 
Christ, originaire de Perga, en Pamphylie, disciple d'Archimède et l'un des 
créateurs des sciences mathématiques. 
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52. Construire un triangle équilatéral, connaissant la somme 
de la hauteur et du rayon du cercle circonscrit. 

53. Construire un triangle rectangle isocèle, connaissant la 
somme de l'hypoténuse et de la hauteur issue du sommet de 
l'angle droit. 

54. Construire un triangle, connaissant un angle A et les 
distances des sommets B et C au centre du cercle inscrit (I, 19). 

55. Inscrire dans un triangle équilatéral donné un autre 
triangle équilatéral de telle manière que l'un de ses sommets soit 
en un point donné. 

56. Construire un triangle, connaissant la hauteur h b et les 
lignes CD et CE menées du sommet C et divisant le côté c en 
trois parties égales (ou, en général, dans un rapport donné). 

57. Inscrire dans un carré donné ABCD un triangle équilatéral, 
de telle façon que Tun de ses sommets soit en un point donné A 

(II, 8). 

58. Tracer par un point donné A une circonférence de rayon 
donné, de telle manière que la tangente menée d'un point donné 
B à cette circonférence soit de longueur donnée. 

59. Inscrire un carré dans un carré donné ABCD, de telle façon 
que l'un de ses sommets soit en un point donné du côté AB. 

60. Inscrire dans un hexagone régulier un autre hexagone 
régulier, de telle façon que l'un de ses sommets soit en un point 
donné de l'un des côtés. 

61. Inscrire dans un rectangle donné ABCD un autre rectangle 
dont un des sommets soit en un point M du côté AD. 

Prenons sur le côté BC une droite BP égale à MD ; la droite MP sera 
la diagonale du rectangle cherché. 

62. Inscrire dans un rectangle donné un losange qui ait une 
diagonale commune avec le rectangle. 

63. Diviser un angle de 90°, de 45° ou de 135° en trois parties 
égales. 

64. Étant donnés trois cercles égaux, trouver un point tel 
que les tangentes menées de ce point aux cercles soient égales 
entre elles. 
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65. Mener entre deux parallèles données une droite de lon- 
gueur déterminée et telle que la perpendiculaire abaissée d'un 
point donné A sur cette droite passe par son milieu (I, 48). 

66. Étant donnée une circonférence, y inscrire un trapèze tel 
que l'un des côtés non parallèles soit de longueur donnée et que 
les côtés parallèles soient dans un rapport donné. 

Prolonger les côtés non parallèles jusqu'à leur intersection (I, 16). 

67. Tracer un cercle tangent à un cercle donné O et à une 
droite donnée AB en un point donné M. 

Supposons le problème résolu et soit 0< le cercle chercbé. Le 
centre 0< doit se trouver sur la perpendiculaire élevée à la droite AB au 
point M. Traçons la ligne des centres 00<, menons OL parallèle à M0 4 et 
joignons L et M au point de contact K. Les angles LOK et K0 4 M sont 
égaux comme alternes, internes par rapport aux parallèles OL et O^M 
et à la sécante OOj ; les triangles isocèles LOK et KO<M sont donc sem- 
blables. Nous en concluons que les angles LKO et MKO< sont égaux 
et que la ligne LKM est une droite. 





Fig. 22. 

Pour effectuer la construction, il suffit donc de mener M0 o perpendi- 
culaire à AB et OL parallèle à M0 4 , de joindre les points L et M et de 
tracer OK. Le point d'intersection du prolongement de OK avec MOj 
est le centre du cercle cherché. 

Le même procédé peut être appliqué au cas où le contact doit être 
intérieur (fig. 23). Le point L, est obtenu en menant OP perpendicu- 
laire à AB. 

68. Tracer un cercle tangent à une droite donnée et à un cercle 
donné en un point donné. 

Mener par le point donné une tangente. 
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69. Tracer un cercle 3 tangent à un cercle donné O, en un 
point donné M et à un autre cercle donné 2 . 

Joignons le centre A au point M, et prenons à partir du point M un 
segment MK égal au rayon du cercle 2 . Joignons K à 2 , et par le 
milieu de K0 2 élevons une perpendiculaire à cette droite. L'intersection 
de cette perpendiculaire avec le prolongement de la ligne O^M déter- 
mine le centre 3 du cercle demandé. 

En effet, soit G le milieu de la droite K0 2 et B l'intersection de la ligne 
2 3 avec la circonférence 2 , les triangles rectangles CK0 3 et C0 2 3 
ayant deux côtés égaux chacun à cha- 
cun sont égaux, d'où K0 3 = 2 3 ; mais 
KM = 2 B, donc 3 M= 3 B. 

2° Nous pouvons procéder également 
ainsi: soit 3 le cercle cherché (fig. 24). 
Joignons les deux points de contact M et B, 
prolongeons MB jusqu'à son intersection 
en C avec la circonférence 2 et menons 
C0 2 . Les angles MB0 3 et 2 BC étant égaux, 
les triangles isocèles M0 3 B et B0 2 C sont 
semblables et par conséquent 2 G est parallèle à 3 M. 

Pour effectuer la construction, il faut donc joindre Oj à M, prolonger 
.OjM, mener 2 C parallèle à 0<M, joindre G à M et par le centre 2 et 
le point d'intersection B de la circonférence 2 avec la droite CM 
mener 2 B. Son prolongement rencontre le prolongement de 0<M au 
point 3 qui est le centre du cercle cherché. 

Le problème comporte deux solutions. En effet la droite parallèle à 
OjM et passant par 2 coupe la circonférence 2 en deux points G et 1). 
Joignons D à M et par 2 et L menons 2 Q jusqu'à son intersection avec 
MOj. Le point Q est le centre du second cercle satisfaisant à la donnée 
du problème. 




Fig. 24. 



70. Tracer un cercle 3 tangent à deux cercles donnés O, 
et O2 de telle manière que la tangente commune aux cercles 2 
et0 8 passe par un point donné. 
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MÉTHODE DES LIEUX GEOMETRIQUES 

Considérations générales et principaux lieux géométriques 

On appelle lieu géométrique l'ensemble des points jouissant 
d'une certaine propriété. Chaque point du lieu géométrique doit 
jouir de cette propriété, et, par contre, tout point jouissant de la 
propriété énoncée doit se trouver sur le lieu géométrique. 

Dans un grand nombre de problèmes tout se ramène à la déter- 
mination d'un point. Dans ce cas on fait abstraction d'une des 
conditions posées dans l'énoncé, et le point cherché pourra alors 
occuper une infinité de situations, qui toutes satisferont à toutes 
le^ données du problème moins une. Cette suite ininterrompue de 
points forme un lieu géométrique, qui nous est généralement 
connu d'avance ; dans le cas contraire on doit déterminer le lieu 
par des constructions auxiliaires. Ce lieu une fois tracé, on intro- 
duit la donnée exclue, on en exclut une autre et on détermine un 
deuxième lieu géométrique. Le point cherché devant être sur les 
deux se trouvera à leur intersection, et le problème sera résolu. 

Souvent la situation d'un point devient déterminée lorsqu'on 
construit un seul lieu géométrique, un autre lieu qui contient ce 
point étant donné d'avance. 

11 arrive quelquefois que tous les lieux géométriques construits 
d'après les données du problème se confondent. Dans ce cas la 
situation du point cherché devient indéterminée. 

La connaissance approfondie d'un grand nombre de lieux géo- 
métriques permet souvent de voir du premier coup où se trouve 
le point cherché. 

Nous allons en indiquer les plus importants. 

I. — Le lieu des points se trouvant à une distance donnée a d'un 
point donné M est une circonférence de cercle ayant le point donné 
pour centre et la distance donnée pour rayon . 

II. — Le lieu des points équidistants de deux points donnés est la 
perpendiculaire menée par le milieu de la droite qui joint ces deux 
points. 
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III. — Le lieu géométrique des points qui se trouvent à une distance 
donnée a dune droite donnée AB se compose de deux droites paral- 
lèles à AB et situées à la distance a de celle-ci. 

IV. — Le lieu géométrique des points qui partagent, dans un 
rapport constant, les segments de parallèles compris entre les côtés 
d'un angle donné se compose de deux droites passant par le sommet 
de V angle et deux points jouissant de cette propriété et situés sur 
une quelconque des sécantes parallèles. 

Conséquences du théorème IV : 

a) Le lieu géométrique des points milieux de toutes les droites 
menées parallèlement à Vun des côtés dun triangle est la médiane 
de ce côté. 

b) Les points dont les distances aux côtés d'un angle donné sont 
dans un rapport constant forment une droite qui passe par le 
sommet de V angle et par un de ces points. 

c) La bissectrice dun angle est le lieu géométrique des points 
. équidistants des côtés de V angle. 

V. — Le lieu géométrique de tous les points d'un plan, doit une 
portion de droite AB est vue sous un angle donné, se compose de 
deux arcs de cercle sous-tendus par la corde commune AB et situés 
de part et d'autre de cette corde (II, 75; fig. 30). 

Lorsque l'angle donné est droit, chacun des arcs est une moitié 
de la circonférence décrite sur AB comme diamètre, et le lieu 
géométrique est cette circonférence. 

Les sommets des triangles dont on connaît la base et l'angle au 
sommet se trouvent sur un arc de cercle qui, avec la droite AB, 
forme un segment capable de l'angle donné. 

VI. — Le lieu géométrique des points milieux des cordes égales 
tracées dans un cercle donné O est une circonférence de cercle 
concentrique tangent à l'une de ces cordes (II, 78; fig. 33). 

Ce théorème peut être énoncé d'une façon plus générale ainsi : 
Le lieu géométrique des points qui partagent, dans un rapport 
do nné, les cordes égales d'un cercle donné est une circonférence 
concentrique dont le rayon est égal à la distance du centre à l'un 
de ces points. 

VIL — Le lieu géométrique des points d'où un cercle donne est 
vu sous un angle donné est une circonférence concentrique dont le 
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rayon est égal à la distance du centre à F un des points jouissant 
de cette propriété (II, 79; fig. 34). 

VIII. — Le lieu géométrique des points extrémités des tangentes de 
longueur donnée a à une circonférence de rayon donné r est une cir- 
conférence concentrique à la première et dont le rayon est s] a 2 -f- r 2 
(II, 80; fig. 35). 

IX. — Le lieu géométrique des sommets des triangles équivalents 
à un triangle donné ABC et ayant avec lui une base commune AG 
se compose de deux droites parallèles à la base et situées à la 
distance égale à la hauteur BD du triangle ABC. 

Ce théorème n'est, en réalité, qu'un corollaire du lieu géomé- 
trique III, mais il a, sous cette forme, beaucoup d'applications. 

X. — Le lieu géométrique des points dont les carrés des 
distances à deux points donnés A et B ont une somme constante a* 
est une circonférence de cercle qui a son centre au milieu de la 
droite qui joint les deux points. 

Soit M un des points jouissant de cette propriété et, par consé- 
quent, AM* + MB 2 =a 2 . Construisons un parallélogramme AMBN ; 
nous aurons alors : 

2AM 2 + 2MB* = AB 2 + MN 2 , ou 2a 2 = AB 2 + MN 2 . 

Désignant par b la longueur AB, nous pourrons écrire : 



MN • \/2a* 



2 ~" 2 

On en conclut que M est sur une circonférence dont le centre est 

i/2a a b 2 

au milieu delà droite AB et dont le rayon est égal à - • 



Jc>a 2 b' 1 

Pour construire la formule décrivons, sur une por- 
tion de droite de longueur a, une demi-circonférence. Soient c etd 
les distances d'un point quelconque de cette circonférence aux 
extrémités du diamètre. Des points A et B comme centres avec c 
et d comme rayons, décrivons des arcs de cercle. De l'intersec- 
tion C de ces arcs menons une droite au milieu O de AB. La 
droite OC sera le rayon demandé (III, 19). 
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XI. — Le lieu géométrique des points dont les carrés des distances 
à deux points donnés M et N ont une différence constante a* est une 
droite perpendiculaire à MN en un point E déterminé par ïèqua- 
toEM 2 - EN 2 = a*. 

En effet, prenons sur la perpendiculaire menée àMN au point E 
un point quelconque A et joignons-le aux points M et N. Nous 
aurons : 

AM 2 = AE 2 + ME», 

AN 2 = AE* + EN*. 

En faisant la soustraction, nous trouvons : 

AM 2 — AN 2 = ME 2 — EN 2 = a 2 . 

Le point A ayant été pris au hasard, tous les points de la per- 
pendiculaire jouissent de la même propriété. 

XII. — Le lieu géométrique des points 

dont les distances à deux points donnés r 

C .-"" 

yy% j.'- 

A et B sont dans un rapport donné —5 ^T\ 

n 9<f/\ W 

oit met n sont deux lignes ou deux va- s^ !'/■ --.. W 

leurs quelconques, est une circonférence * E B 

de cercle du rayon et du centre déler- Fig. 25. 

minés [fig, 25). 

Soit C un point jouissant de la propriété exprimée par le rap- 
port pô = — ? où m > w. Trouvons sur AB un point E qui satis- 
fasse à la condition 7^5 = — (I, 15) ; menons CD perpendiculaire 

à CE etBM parallèle à DC. Il résulte du rapport ^5 = ttjs que 

l'angle ACE est égal à l'angle BCE. Le triangle MCB, dont la hau- 
teur CE est la bissectrice de l'angle au sommet MCB, est isocèle, 

xA.i- tw« t^ m AD AC AC m . x , 

et ML = BC. Des rapports jr~ = t^j = =r~ = — on voit que la 

longueur AD est constante et qu'elle est facile à déterminer (1, 15). 
L'angle ECD étant droit, le point C se trouve sur une circonfé- 
rence dont ED est le diamètre (lieu géométrique V). Ce que nous 
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venons de dire du point C peut être dit de tout autre point dont 
les distances aux points À et B se trouvent dans le rapport de 
m à n. 

XIII. — Le lieu géométrique des points tels que les tangentes 
menées de ces points à deux cercles donnés sont égales est une 
droite perpendiculaire à la ligne des centres en un point déterminé. 

Soient O et O i les centres des cercles donnés, R et R { leurs 
rayons, AB et AG deux tangentes égales menées du point A. 
Les tangentes étant perpendiculaires aux rayons à leur extrémité, 
nous avons : 

AB 2 = AO 2 — R 2 et AC 2 = AO, — R? ; 

mais, comme AB = AC, nous trouvons AO 2 — R* = A0 4 2 — 
R, 2 , d'où AO 2 — AO, 2 = R 2 — IV- La différence R 2 — R, 2 est 
constante ; A se trouve donc sur une perpendiculaire à 00 4 , en un 
point D tel que OD 2 — 0,D 2 = R 2 — R, 2 (lieu géométrique XI). 

La droite AD s'appelle axe radical ou axe de puissances égales 
de cercles donnés. 

Lorsque les cercles se coupent, Taxe radical coïncide avec la 
corde commune. 

On verra plus loin (II, 89) que les axes radicaux de trois cercles 
se rencontrent en un seul point. Ce point s'appelle centre radical 
des cercles. En se servant de cette propriété, il est aisé de trouver 
Taxe radical de deux cercles. En effet il suffit de tracer un 
troisième cercle arbitraire qui coupe les deux cercles donnés et 
de prolonger les deux cordes communes ainsi obtenues. En répé- 
tant cette construction deux fois, on trouve deux points de Taxe 
radical qui est ainsi déterminé. 

L'axe radical de deux cercles possède les propriétés suivantes : 

1. L'axe radical de deux cercles est le lieu géométrique des 
centres des circonférences qui coupent orlhogonalement deux cir- 
conférences données (ce n'est qu'une autre manière d'énoncer le 
lieu géométrique XIII). 

2. L'axe radical de deux cercles est plus rapproché du centre 
du plus petit cercle que de celui du plus grand. 

3. Une droite parallèle à taxe radical de deux cercles et pas- 
sant à une distance du centre d'un des deux cercles égale à celle à 
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laquelle taxe radical passe de t autre, est le lieu géométrique des 
centres des circonférences qui coupent les circonférences données 
en deux parties égales. 

Soit 3 une circonférence qui coupe uue circonféreaee don- 
née { suivant les extrémités du diamètre AB = 2R, et une 
autre circonférence 2 , suivant celles du diamètre CD = 2R 2 . Des 
triangles rectangles 0<O s B et D0 3 2 , nous déterminons 2 8 2 
= R 3 * — IV et 0<0 3 2 = R3 3 — V, d'où 2 3 2 — 0,03* = 
R 4 2 — R 2 2 . Nous savons, d'autre part, que chaque point de Taxe 
radical répond à l'équation suivante : 0<X 2 — 2 X 2 = R< 2 — 
R 2 2 , d'où il résulte que le point 3 se trouve sur une droite per- 
pendiculaire à 0,0 2 à la distance de O i égale à celle à laquelle 
2 se trouve de l'axe radical. 

XIV. — Le lieu des centres de cercles d'un rayon donné et qui 
déterminent dans un cercle donné une corde de longueur constante 
est une circonférence de rayon détermine (II, 90). 

Applications de la méthode des lieux géométriques 



71. Trouver un point qui se trouve à la distance a d?un point 
donné A et à la distance b d'un autre point donné B (fig. 26). 

Du point A comme centre et avec a 
comme rayon, on décrit une circonfé- 
rence ; du point B comme centre et avec b 
comme rayon, on décrit une autre circon- 
férence. 

Les points d'intersection N et M des 
deux circonférences satisfont à la donnée 




Fig. 26. 




Fig. 27. 
trois sommets du triangle 



du problème. Il existe deux solutions 
lorsque a -}- b > AB, b — a<AB ; une 
seule solution lorsque a -f- b = AB (les 
circonférences sont alors tangentes) ; 
enfin il n'existe pas de solution quand 
a + b < ABoub — a > AB. 

72. Étant donné un triangle ABC 
(fig. 27), trouver un point équidistant des 



3 
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Le point cherché devant être à égale distance des sommets B 
et C se trouve sur la perpendiculaire menée par le milieu de BC. 
11 doit également se trouver sur la perpendiculaire élevée du mi- 
lieu de AB. Il est donc à leur intersection. 

73. Trouver un 'point qui se trouve à la distance a de la droite 
JÎR et à la distance b de la droite CD (fîg. 28). 

Ce point se trouve sur une droite MN parallèle à AB et passant à 

- la distance a de cette dernière. 
Il se trouve également sur PQ 
parallèle à CD et dont la dis- 
tance à cette dernière est égale 
à b. Il se trouve donc à Tinter- 
section des lignes MN et PQ. 
Le problème comporte quatre 
solutions, parce que chacun 
des lieux géométriques est 
formé par deux droites. Lors- 
que ÀB et CD sont parallèles, 
le problème est indéterminé, si 
la somme ou la différence a ± b 

est égale -à la distance entre les parallèles AB et CD. Enfin il n'y 

a point de solution, lorsque, AB et CD étant parallèles, la somme 

ou la différence a ± b est plus grande ou 

plus petite que la distance entre les lignes 

données. 

74. Inscrire dans un angle donné ABC 
un cercle tangent au côté BC en un point 
donné F (/ïg. 29). 

Nous savons que le centre du cercle ins- 
crit doit se trouver sur la bissectrice de l'angle. Il doit également 
se trouver sur la perpendiculaire élevée à la ligne BC au point F, 
Il est donc à leur intersection. 

75. Décrire sur une droite AB tare d'un segment capable tfun 
angle donné m [ftg. 30). 

Le centre cherché doit se trouver sur la droite EO perpendicu- 
laire à AB en son milieu; il est également, sur la droite AO, per- 
pendiculaire à la tangente AF formant avec la corde AB un 
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"angle égal à l'angle donné m. Il est donc à l'intersection de ces 
deuxlignes. Lorsque m = 90°, le centre coïncideavec le point E, 
et Tare ÀMNB est une demi- circonférence. 





Fig. 31. 



76. Par un point donné A pris en dehors d'un cercle donné 0, 
mener une tangente à ce cercle [fig, 31). 

Soit M le point de contact d'une tangente AM menée au cercle 
donné par le point A. Tout revient à trouver le point M. Or, la 
tangente étant perpendiculaire au rayon OM, l'angle AMO est 
droit, et le point M est sur la circonférence décrite sur OA comme 
diamètre ; comme il doit être aussi sur la circonférence donnée, il 
est l'un des points d'intersection de ces deux circonférences. 

77." Construire un triangle, connaissant 
un côté b, V angle opposé m et une hauteur h 
issue de Vun des angles à la base [fig. 32). 

Construisons tout d'abord le côté AC = b. 
Le sommet B doit se trouver sur l'arc de 
cercle ABC, qui forme avec AC un segment 
capable de l'angle m. D'autre part, la ligne 
AF = h étant perpendiculaire à BC et 
l'angle AFC étant, par conséquent, droit, 
le point F doit se trouver sur une circon- 
férence décrite sur AC comme diamètre ; la ligne AF étant 
donnée, le point F doit, en outre, se trouver sur une circonfé- 
rence décrite du point A comme centre, avec h comme raypn. 
Ayant trouvé le point F, on le joint à C et on prolonge CF jusqu'à 




Fig. 32. 
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l'intersection avec la circonférence ALC en B. Pour que le pro- 
blème ait une solution, il faut h < b. 

78. Etant donné un cercle, tracer une corde égale à la droite a et 
passant par le point A pris à l'intérieur du cercle [fig. 33). 

D'un point M comme centre, avec a comme rayon, menons 
un arc de cercle qui coupe la circonférence donnée en un point 
N. Du centre O abaissons une perpendiculaire 
sur la corde MN et avec le rayon OK décri- 
vons une nouvelle circonférence. Enfin, du 
point donné A, menons deux tangentes, AB 
et AD, au cercle intérieur. Les lignes BC et 
ED seront les deux cordes cherchées. En 
effet, les cordes BC et ED sont à la même 
distance du centre O que la corde MN ; elles lui sont donc égales; 
mais MN = a, donc BC = ED = a. La droite a doit être plus 
petite que le diamètre du cercle donné ; lorsqu'elle lui est égale, 
il n'y a qu'une solution, et le cercle intérieur se transforme en un 
point. La résolution reste la même si A est en dehors du cercle. 

79. Trouver sur la circonférence d'un cercle donné O un point 
d'où un autre cercle donné O^ soit vu sous un angle donné m (fig. 34). 




Fig. 33. 




Fig. 34. 

Construisons le lieu des points d'où le cercle O, soit vu sous 
l'angle m. Pour cela, il suffit de tracer un rayon quelconque 4 M, 
mener une tangente MN et construire l'angle M0 4 N égal à 90° — 

4M 

—• Le point d'intersection N, de la tangente MN et du côté OjN, 
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se trouvera sur une circonférence, la ligne 0,N étant constante. 
Traçons la circonférence de rayon 0,N; les points d'intersection 
A et B de cette circonférence avec la circonférence donnée 
satisfont tous les deux à la condition du problème. 

Le problème ne comporte de solution que lorsque la circonfé- 
rence de rayon 0,N rencontre la circonférence O. 

80. Trouver un point tel que les tangentes menées de ce point à 
deux cercles donnés O et O i soient 
respectivement égales à a et à a { 
{fig. 35). 

Prenons sur la circonférence O 
un point quelconque K, menons une 
tangente KL — a, et du point O, 
comme centre, décrivons une cir- 
conférence LS. De même, en prenant sur la circonférence O, un 
point quelconque P, menons une tangente PR = a et du point O i 
comme centre, décrivons une circonférence RM. Les points d'in- 
tersection X et Y sont les points cherchés. 

Les rayons LO et RO, peuvent être exprimés ainsi : 




Fig. 35. 



LO = V^ 2 + r\ 0<R = \Ja\ + rf, 

où r et r h sont les rayons des circonférences données O et O,. Le 
problème comporte deux solutions lorsque 



>Ja* + r 2 -fy^î + *"? > 00, et ifâï + r* — s[â\ +r? < 00, ; 



une seule lorsque yja 2 + ?' + v 7 ^? + *"? = 00,, et n'a pas de 
solution lorsque Tune de ces conditions n'est 
pas remplie. 

81* Trouver sur une droite donnée AB un 
point M tel que les droites qui le joignent à deux 
sommets De/E d 'un triangle donné DEF /br- 
ment avec le coté DE mw triangle DEM dont 
taire soit deux fois plus petite que celle du 

triangle donné (fig. 36). 

Supposons le problème résolu et soit MDE = - EDF.Menons MK 
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parallèle à DE; cette ligne est le, lieu des sommets des triangles 
équivalents ayant pour base DE. L*aire du triangle EMD est donc 
égale à Taire du triangle EKD. Pour que DEK soit égal à la 

moitié de DEF, il faut que DK = |l)F. 

Il en résulte que, pour trouver le point M, il faut partager DF 
en deux parties égales et par le milieu K mener une parallèle 
à DE. Le point d'intersection M de cette parallèle avec AB sera 
le point cherché. 

Le problème comporte deux solutions. 

82. Etant données deux portions de droite MN et PQ en gran- 
deur et position dans un plan, trouver sur une troisième droite 
donnée AB un point X tel que les triangles XMN et PXQ soient 
équivalents [fig. 37). 




Fig. 37. 



Les triangles XMN et XPQ étant équivalents, nous avons 

MN x ZX = PQ x XY, d'où P = ^ (1. g. IV, b). . 

83* Construire un quadrilatère, connaissant deux côtés consé- 
cutifs, l'angle compris entre ces côtés y la diagonale issue de cet 
angle et X angle formé par les diagonales (fig. 38). 
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Soit ABCD le quadrilatère cherché ; soient BAD = a, AOD = p, 
AC = £, AB = c, AD = d. On voit que le triangle ABD peut être 
facilement construit (I, 19). Pour trouver 
le point C, qui est le quatrième sommet 
du quadrilatère cherché, il suffit de trou- 
ver le point O; après cela, il ne restera 
qu'à mener la droite AO, la prolonger 
et prendre sur le prolongement une ligne 
AC = b. Mais AOD est égal à un angle 
donné p. Décrivons un arc de cercle qui 
forme avec la droite AD un segment capable de l'angle p (II, 75) ; 
le point d'intersection de cet arc avec la droite BD sera le point O 
cherché. 

84. Mener une tangente commune à deux cercles donnés O et 4 
{fig. 39). 

Supposons le problème résolu. Soit AB la tangente commune 
aux deux cercles O et { et telle quç. les deux cercles soient 
d'un même côté par rapport à cette droite. Menons les rayons 

OA et 4 B qui passent par les 
points de contact; ils sont tous 
deux perpendiculaires à la tan- 
gente commune AB et sont dirigés 
dans le même sens ; menons encore 
la droite 4 C parallèle à AB. La fi- 
gure AB0 4 C est un rectangle; les 
côtés opposés C A et O i B sont égaux, 
et la longueur OC est égale à la 
différence des rayons des deux cercjes. Si du point O comme 
centre, avec un rayon égal à la différence des deux rayons, on 
décrit une circonférence, cette circonférence est tangente à 4 C au 
point C, puisque OC est perpendiculaire à O^C. 

Pour la construction, on procède de la manière suivante : du 
point O comme centre, avec un rayon égal à la différence des 
deux rayons, on décrit une circonférence ; sur 00 4 comme dia- 
mètre, on décrit une autre circonférence qui coupe la première au- 
point C qui forme, avec les points O et 4 , l'angle droit OCO^ ; on 
mène le rayon OCA du cercle O et, par le point A, on mène une 




Fig. 39. 
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droite AB parallèle à la droite CO f . Cette droite est la tangente 
commune aux deux cercles. 

Le problème comporte deux solutions : la deuxième tangente 
commune est parallèle à 0<D. Ces deux tangentes portent le nom 
de tangentes communes extérieures. 

Les deux cercles, au lieu d'être situés comme ci-dessus, peuvent 
se trouver de part et d'autre de la tangente commune. Dans ce cas, 
au lieu de tracer une circonférence auxiliaire ayant pour rayon la 
différence des rayons des deux circonférences données, on tracera 
une circonférence dont le rayon sera égal à la somme de ces 
frayons. La suite de la construction est facile à faire. Les deux tan- 
gentes construites ainsi s'appellent tangentes communes inté- 
rieures. 

: 85. Trouver le lieu des points dont la différence des distances 
aux côtés d'un angle donné ABC midtipliées y la distance à BC par 
m, celle à BA par n, soit égale à une longueur donnée a. 

Admettons que nous 
ayons trouvé trois points 
M, N, P {/ïg. 40) qui ré- 
pondent à la condition 
posée, de sorte que 

MM, xw-MM 2 X» = a, 
NN< X m — NN a X n = a, 
PPtXm— PP 2 X n = a. 

Appelons' x la variable 
MM 4 et y la variable 
MM 2 . La condition du pro- 
blème peut être exprimée 

par l'équation mx — ny = a. Prenons x K tel que 

a 
mx { — ny = o, d'où mx K = ny = mx — a et x { = x é 

x n 
Mais mx K — ny = o, ou ma?, = ny, donne — * = — ? d'où nous con- 
cluons (1. g. IV) que les points M, N, P se trouvent sur une droite 
passant par le point D et dont la distance à la ligne BC est égale 

, a 

a — ■■ 
* m 
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Pour la construction du lieu géométrique en question, menons 
par le point J une perpendiculaire à la droite BC ; prenons sur 

cette perpendiculaire JL =. — • et par le point L menons une droite 

DE parallèle à BC. Dans l'angle ADE cherchons OM, lieu des 
points dont les distances à DE et à DA soient dans le rapport de n 
à m. Ce lieu est le lieu cherché. 

" En effet, prenons un point quelconque N situé sur la droite DM 
et menons les perpendiculaires NN 2 etKSN 4 . Nous avons, d'après 

la construction, ^rr- = — > d'oùNS X *»== NN 9 X n et, ensubsti- 

NNj. m . 

tuantNN, — — àNS, nous obtenons : NN t X n=(NN 4 — - - )X ni = 

1 m * \ * m) 

NN, X m — a, d'où NN, X m — NN 2 X n = a. Le point N 
ayant été pris arbitrairement, ce qui est vrai pour ce point est 
vrai pour tous les points de la droite DM. 

Le problème a toujours une solution. 
• 86. Inscrire dans un cercle donné un triangle, dont deux angles 
soient égaux à a et à |3, et dont un côté passe par un point 
donné M {fig. 41). 

Soit ABC le triangle cher- 
ché. L'angle inscrit C étant a / a ^ ^ ^B M 

connu, l'arc AB et, par consé- 
quent, la corde AB le sont 
également (II, 78). Le pro- 
blème comporte deux solu- 
tions, attendu que du point M 
on peut mener deux tangentes 
à la circonférence de rayon 

OR. La solution n'existe pas lorsquo M est à l'intérieur du petit 
cercle O. 

87. Partager un triangle donné ABC en trois parties équiva- 
lentes comprises entre les côtés du triangle et deux droites passant 
par les points D et E donnés sur le côté AC du triangle [fig. 42). 

Supposons le problème résolu. Soient DU et EK telles que 

ABHD = DKE = EKHC. Soit AF = \ AC, d'où ABHD = ABF 

o 
mais ces deux figures ont une partie commune ABD; pour 
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que DBF soit égal à DBH, il faut et il suffît, la base BD étant 

commune, que les som- 
mets F et H soient sur 
une droite parallèle 
à BD. Nous en con- 
cluons que, pour trou- 
ver la droite DH, il faut 
diviser AC en trois par- 
ties égales, mener par 
le point F, qui se trouve 
au tiers de AC, une 
droite FH parallèle à 




Fig. 42. 



DB et enfin joindre D à H. 

Soit maintenant DG = | DC, d'où EKHC = GHC ; mais ces 

deux figures ont une partie commune ECH ; pour que EKH soit 
égal à GHE, il faut et il suffit, la base EH étant commune, que les 
sommets K et G soient sur une droite parallèle à EH. Le point K 
peut donc être trouvé en menant du milieu de DC une droite 
parallèle à la droite EH qui joint le point donné E au point H 
trouvé précédemment. 

88. Construire un triangle équivalent à la somme de deux 
triangles donnés DEF et MNP, étant donnés la base et V angle 
opposé à cette base. 

Tout d'abord il faut réunir les deux triangles donnés en un 
seul. Dans ce but, nous transformerons le triangle MNP en 
triangle équivalent MN^P^ qui ait une hauteur N 4 égale à la 
hauteur EH du triangle DEF ; ensuite pous prendrons sur le pro- 
longement de MP 4 une longueur P 4 P 2 = DF et joindrons N< à P 2 . 
Le triangle MN 4 P 2 sera équivalent à la somme des deux triangles 
donnés. Il ne nous restera plus qu'à construire un triangle équiva- 
lant à MNjP 2 et dont la base et l'angle au sommet soient donnés. 

89. Trouver un point tel que les tangentes menées de ce point à 
trois cercles donnés soient égales entre elles (fig. 43). 

Le point cherché se trouve sur l'axe radical des cercles 2 et 3 , 
ainsi que sur l'axe radical des cercles 0, et 2 . Il se trouvera, 
donc à leur intersection, au point X. 
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Pour trouver les axes en question, traçons deux circonférences 
concentriques qui coupent les trois circonférences données. Pro- 
longeons les trois paires de cordes de façon à former deux 
triangles EGJ et FHK. Les droites EF et GH se rencontrent au 
point X. 




Fig. 43. 



Il s'agit maintenant de prouver que la droite KJ passe par le 

point X. En effet les triangles FXH et EXG étant semblables, 

EG . ,, . 4 EG EJ ,, . EX EJ 

; d autre part, ^ = ^, doù ^ = ^ 



EX 
nous avons -rr? = 



FX "" FH ' ~ ~ uw " *™*' FH — FK 7 " vu FX 
Nous en concluons que les triangles EXJ et FXK sont semblables 
et que, par conséquent, XK coïncide avec XJ. 

Le problème ne comporte pas de solution lorsque les axes radi- 
caux sont parallèles ou lorsqu'il n'y a pas d'axe radical. Cela a 
lieu : 1° quand tous les trois centres sont sur une droite et les 
circonférences ne se rencontrent pas du tout, ou ont plus d'un 
point de contact ; 2° quand deux des circonférences ou toutes les 
trois sont concentriques. 

Quand les axes radicaux coïncident, le problème devient indé- 
terminé. Cela a lieu quand les trois circonférences se coupent en 
deux points ou sont tangentes toutes les trois en un seul point. 
Dans ce cas, tous les points de la corde ou de la tangente com- 
mune satisfont à la donnée du problème. 

90. Étant donné un cercle O et un point A, tracer une corde de 
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longueur donnée qui soit vue du point À sous un angle donné cp 



Ff:; /b" 



Fig. 44. 

Soit BC la corde cherchée. Sur une corde DE égale à BC 
construisons un segment DGE capable de l'angle <p (II, 75). 
Du point comme centre avec 00 4 comme rayon, décrivons 
une circonférence, et du point A comme centre avec le rayon D0 o 
décrivons une autre circonférence qui rencontrera la circonfé- 
rence du rayon 00, aux points X, et X 2 . Enfin, de X, comme 
centre, avec 0<D comme rayons, décrivons une nouvelle circon- 
férence qui coupera la circonférence donnée aux points B et C. 
La droite BC est la corde demandée. 

Nous pourrions procéder également ainsi : traçons la corde DE 
égale à BC, et une circonférence DFE dont le segment DFE soit 
capable de l'angle 9. Traçons une circonférence du point O 
comme centre, avec OA comme rayon. Prenons du point d'inter- 
section F une ouverture de compas égale à FE et transportons 
cette mesure en AB. Du point B, avec une ouverture de compas 
égale à DE, nous trouvons le point C. La corde BC sera la corde 
cherchée. — Le problème comporte deux solutions. La condition 
de la possibilité est : 00, +D0, ^. AO ou 00, — DO, < AO. 
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Exercices 

90 bis. Étant données deux droites parallèles, en tracer une 
troisième de telle façon qu'un triangle donné ABC puisse avoir 
ses trois sommets sur les trois parallèles. 

91 . Étant données deux parallèles, en tracer deux nouvelles 
telles qu'un quadrilatère donné ÀBCD puisse avoir ses quatre 
sommets sur ces quatre parallèles. 

92. Construire un quadrilatère in scriptible, connaissant trois de 
ses côtés et le rayon du cercle circonscrit. 

93. Construire un triangle, connaissant a, ô, A. 

94. Construire un parallélogramme, connaissant un côté, un 
angle et une diagonale. 

95. Étant données deux circonférences concentriques, en tracer 
deux autres de telle, façon qu'un quadrilatère donné s'appuie sur 
toutes les quatre. 

96. Construire un triangle, connaissant la base et les distances 
du centre du cercle inscrit aux extrémités de cette base. 

97. Construire un quadrilatère circonscriptible, connaissant AB, 
BC, et les distances des sommets A et B au centre du cercle inscrit. 

98. Construire un losange, connaissant une hauteur et une 
diagonale. 

Construire un quadrilatère ABCD, connaissant : 

99. A, AB, BC, CD, AD. 

100. AB, BC, CD, AD, AC. 

101. AB, BC, CD, AC et BD. 

102. Étant donnés deux circonférences concentriques et un 
point, tracer par ce point une circonférence tangente aux circon- 
férences données. 

103. Tracer, avec un rayon donné R, une circonférence passant 
par deux points donnés A et B. 

104. Tracer, avec un rayon donné R,une circonférence passant 
par un point donné M et tangente à une circonférence donnée 0. 

105. Tracer, avec un rayon donné R, une circonférence tan- 
gente à une circonférence donnée O, de telle manière que le 
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centre de la circonférence cherchée se trouve sur une autre cir- 
conférence donnée C ou sur une droite donnée MN. 

106. Tracer, avec un rayon donné R, un cercle tangent à deux 
cercles donnés O et 0! . 

107. Tracer, avec un rayon donné R,une circonférence tangente 
à une circonférence donnée en un point donné. 

108. Étant donnés deux cercles concentriques et un troisième 
cercle, tracer un cercle tangent aux trois cercles donnés. . 

109. Trouver sur une droite donnée un point équidistant de 
deux points donnés. 

110. Construire un losange, de façon que deux sommets oppo- 
sés soient en deux points donnés et qu'un troisième sommet soit 
situé sur une circonférence donnée. 

111. Tracer par un point donné À une circonférence de rayon 
donné telle qu'une tangente menée à cette circonférence d'un autre 
point donné B soit de longueur donnée (II, 93; 1. g. I). 

112. Tracer par un point donné une circonférence de rayon 
déterminé telle qu'elle soit vue d'un autre point donné sous un 
angle donné (I, 24; 1. g. I). 

113. Tracer une circonférence tangente à deux droites paral- 
lèles et à une troisième qui les coupe. 

114. Construire un triangle; connaissant A, b et ht,. 

115. Construire un triangle, connaissant a, b et h a . 

116. Construire un triangle, connaissant c, ho et m a (I, 48). 

117. Soient MN et PQ deux parallèles et O un point donnés. 
Du point O comme centre décrire un cercle qui coupe MN en X 
et X 4 , PQ en Y et Y 4 tels que XY soit de longueur donnée. 

118. Construire un parallélogramme, connaissant deux côtés 
consécutifs et une hauteur. 

119. Étant donnés deux cercles concentriques et une droite, 
tracer un cercle qui leur soit tangent. 

120. Construire un triangle, connaissant A, b\ et h c . 

121. Construire un triangle, connaissant A, a et h fj . 

122. Trouver un point qui soit à la distance a d'une droite 
donnée MN et à la distance b d'un point donné A. 

123. Trouver un point qui soit à égale distance de deux points 
donnés A et B et à la distance a d'une droite donnée MN. 
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124. Trouver sur une droite AB un point équidistant de deux 
droites non parallèles MN et PQ. 

125. Trouver un point qui soit à une distance donnée d'une 
droite donnée AB et à égale distance de deux droites non paral- 
lèles MN et PQ. 

Construire un triangle, connaissant : 

126. b, m a et m b (I, 17 et 61). 

127. a, c et h b . 

128. a, R et h b . 

129. A,r, ï. . 
" 130. £, h b , m b . 

131. m«, A a ,R. 

132. À,w«, Ai. 

133. A, ht, R. 

134. ft, h b ,m a (1,48). 

135. &, A a , h b . 

Construire un trapèze ABCD(BC parallèle à AD), connaissant : 

136. AB, CD, AD et la hauteur BE. 

137. AB, CD, AC et la hauteur BE. 
138.. Aï), ÔC, AC et la hauteur BE. 

139. AD, AC, BD et la hauteur BE. 

140. AD, AC, AB et la hauteur BE. 

141. AB, AD, D et la hauteur BE. 

142. AB, BAC, CAD et la hauteur BE. 
. 143. AB, AD, BD, CD. 

144. AB, ÀD, A et CD. 

Construire un parallélogramme ABCD, connaissant : 

145. Une hauteur et deux diagonales. 

146. Une hauteur, un angle et une diagonale. 

147. Deux hauteurs et un angle. 

148. Deux hauteurs et un côté. 

149. Deux hauteurs et une. diagonale. 

150. Deux hauteurs et l'angle CAD. * 

151. Deux hauteurs et un angle. 
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152. Un côté et le rayon du cercle inscrit. 

153. Un angle et le rayon du cercle inscrit. 

154. Décrire, avec un rayon donné R, une circonférence qui 
soit tangente à une droite donnée AB et dont le centre soit à la 
distance a d'un point donné M. 

155. Décrire une circonférence qui passe par deux points 
donnés A et B et qui forme avec la corde AB un segment capable 
d'un angle deux fois plus grand qu'un autre segment formé dans 
le même cercle par une autre corde donnée a, 

156. Trouver, sur une circonférence donnée, un point dont les 
distances aux côtés d'un angle soient dans un rapport donné. 

157. Placer dans un angle donné ABC une droite DE de lon- 
gueur et de direction déterminées. 

158. Inscrire dans un angle donné un cercle de rayon déter- 
miné. 

159. Construire un triangle, connaissant A, £ A , r. 

160. Trouver sur une droite donnée le centre d'une circonfé- 
rence interceptant sur les côtés d'un angle donné deux portions 
de droite égales. 

161. Construire un trapèze ABCD, connaissant l'angle ABD 
et le rayon du cercle inscrit. 

162. Tracer une circonférence tangente au côté BC d'un triangle 
ABC en un point donné M et ayant son centre sur le côté AB. 

163. D'un point donné comme centre, décrire une circonfé- 
rence qui coupe les côtés d'un angle donné en deux points qui se 
trouvent sur une droite parallèle à une droite donnée (1. g. IV). 

164. Tracer un cercle tangent à trois droites données (4 cas). 

165. Construire un quadrilatère ABCD, connaissant A, AC 

BC 
et TTpTî étant donné que B = D = 90°. 

166. Construire un quadrilatère ABCD, connaissant AB, AD, A 
et le rayon du cercle inscrit. 

167. Mener dans un angle donné ABC une sécante parallèle à 
une droite donnée MN et partagée par une autre droite don 
née PQ dans un rapport donné. 

168. Mener par un point donné une droite concourante avec 
deux droites données qu'on ne peut pas prolonger. 
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169. Trouver la bissectrice d'un angle formé par deux droites 
MN et PQqui ne se rencontrent pas dans les limites du dessin. 

170. Trouver, dans l'intérieur d'un triangle ABC, un point D 
tel que les triangles ÀDB, CDB et ADC soient équivalents 
(II, 82). 

171. Trouver le lieu des points dont la différence des distances 
aux côtés d'un angle donné soit égale à a (II, 85). 

172. Trouver le lieu des points dont la somme des distances 
aux côtés d'un angle donné ABC, multipliées respectivement par 
les nombres m et n, soit égale à a. 

173. Trouver un point dont la somme des distances aux côtés 
d'un angle donné ABD soit égale à une longueur donnée a et la 
différence des distances aux côtés d'un autre angle donné MNP 
égale à une autre longueur donnée b (II, 85 et 172). 

174. Trouver sur une droite pu sur une circonférence un point 
tel qu'une droite donnée en soit vue sous un angle donné. 

175. Trouver un point d'où deux longueurs donnée ssoient vues 
sous deux angles déterminés. 

176. Trouver dans un triangle ABC deux points X et Y tels 
que les angles XAB, XBC et XCA, ainsi que les angles YAC, YCB 
etYBA soient égaux entre eux (Points dits de Brocard). 

177. Construire un triangle dont un côté et l'angle opposé à ce 
côté soient donnés et dont la surface soit maximum. 

178. Construire un triangle, connaissant un de ses côtés et les 
rayons des cercles circonscrits aux deux triangles déterminés dans 
le triangle cherché par la hauteur issue du sommet opposé au côté 
donné. 

179. Construire un triangle, connaissant un côté, l'angle 
opposé à ce côté, et étant donné que la hauteur issue du sommet 

, de cet angle coupe le côté donné en deux segments dont le rap- 
port est de 2 à 3. 

180. Construire un triangle, connaissant a, A, m a . 

181. Construire un triangle, connaissant un côté, l'angle 
opposé à ce côté et le point d'intersection du côté donné avec la 
bissectrice de l'angle donné. 

182. Inscrire dans un cercle donné un triangle rectangle dont 
les côtés passent par deux points donnés 

4 
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183. Construire un triangle rectangle, connaissant l'hypoté- 

b* 
nuse a et le rapport -5 (II, 179). 

184. Étant donnés deux points A et B et deux droites parallèles 
MN et PQ, mener par À une droite telle que la perpendiculaire 
menée du point B coupe le segment de cette droite compris entre 
les parallèles dans un rapport donné (I, 48). 

185. Mener par un point donné A une droite dont la distance à 
un autre point donné B soit égale à a. 

186. Mener par deux points donnés A et B deux droites paral- 
lèles qui soient à la distance a Tune de l'autre. 

187. Par un point donné P situé à l'intérieur d'un cercle donné O, 
mener une corde qui soit coupée en deux parties égales par une 
corde donnée AB. 

188. Étant donné un point B situé à l'intérieur d'un cercle O, 
mener par ce point une corde deux fois plus grande que la distance 
de celle-ci au centre du cercle (I, 5H). 

189. Construire un triangle ou un parallélogramme, connais- 
sant un côté et deux hauteurs. 

189 bis. Par un point donné dans un cercle, mener une corde 
qui soit partagée par ce point en deux segments dont la différence 
soit donnée. 

190. Construire un triangle rectangle, connaissant l'hypoté- 
nuse et la distance du milieu de l'hypoténuse à l'un des côtés. 

191. D'un point donné comme centre, décrire une circonférence 
telle que la tangente menée d'un autre point donné soit de longueur 
donnée. 

. 192. Etant donnés trois points A, B et C, construire un 
triangle rectangle de façon que l'hypoténuse passe par A, 
les côtés passent par B et C et que le segment BA soit vu du 
sommet de l'angle droit sous un angle donné. 

193. Étant donnés deux cercles qui se coupent, mener, par l'un 
des points d'intersection, une droite telle que la somme des deux 
cordes formées dans l'un et l'autre cercles soit égale à une lon- 
gueur donnée a. — Trouver la valeur maximum de a. 

194. Inscrire dans un cercle donné un triangle rectangle, con- 
naissant un angle aigu et un point par lequel passe un des côtés. 
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195. Mener une droite dont les distances aux points donnés A 
et B soient respectivement égales aux longueurs a et b. 

Construire un quadrilatère ABGD, connaissant : 

190. AC, ABC, ADC, BAC et DAC. 

197. AB, AD, AC, BAD, BCD. 

198. AB, BC, CD, AC et ADC. 

199. AB, BC, AC, ADB et BDC. 

200. AB,BD, ^ (AC,BD), AD et BC. 

201. Construire un triangle, connaissant B, h a et m a . 

302. Construire un parallélogramme, connaissant une base, la 
hauteur relative à cette base et l'angle formé par les diagonales. 

203. Construire un triangle, connaissant l'angle au sommet et 
les segments «te la base déterminés par la bissectrice de cet angle. 

204. Construis un triangle, connaissant un côté et les angles 
formés par la médiane de ce côté avec les deux autres côtés. 

205. Démontrer que tes centres des cercles de rayon donné qui 
interceptent sur une droite des cordes égales se trouvent sur une 
droite. 

206. Démontrer que les centres des cercles de rayon donné, qui, 
par leur intersection avec deux parallèles données, forment des 
cordes égales, sont situés sur une droite. 

207. Étant donnés un point A et une droite MN, mener par A 
une circonférence de rayon déterminé qui intercepte sur MN une 
corde de longueur donnée (II, 205). 

208. Par un point donné A, mener deux droites formant un 
angle donné et déterminant sur une droite donnée un segment de 
longueur donnée, 

209. Mener une sécante à deux droites parallèles données de 
telle manière que le segment compris entre les parallèles soit de 
longueur déterminée et qu'il soit vu d'un point donné sous un 
angle donné. 

210. Étant donnés trois points A, B et C situés sur une circon- 
férence 0, trouver un point P tel que AP, BP et CP en coupant la 
circonférence aux points D, E et F, déterminent des arcs DE et 
EF égaux à deux arcs a et b de la même circonférence. 
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211. Étant donnés deux points À et B et une circonférence, 
mener par A et B deux sécantes qui déterminent deux cordes 
égales et faisant un angle déterminé. 

212. Décrire un cercle de rayon donné, de telle manière qu'il 
soit tangent à une droite donnée et que les tangentes menées à ce 
cercle de deux points donnés A et B soient parallèles. 

213. Étant donnés un cercle et deux cordes AB et CD, trouver 
sur CD un point E tel que les prolongements des droites AE et 
BE déterminent sur la circonférence deux points F et G dont la 
distance soit donnée. 

214. Construire un losange dont deux côtés coïncident avec 
deux droites parallèles AB et CD, et deux autres côtés passent 
par deux points donnés E et F. 

Décrivons sur EF comme diamètre une demi-circonférence, et du 
point F comme centre avec un rayon égal à la distance entre les 
droites AB et CD, décrivons une deuxième circonférence. Joignons le 
point d'intersection G des deux circonférences au point E et prolon- 
geons EG de façon qu'elle coupe les droites AB et CD. Le segment 
compris entre les parallèles est le troisième côté du losange. Il ne reste 
plus qu'à mener par F une droite parallèle à EG. 

215. Construire un parallélogramme de telle manière que 
deux de ses côtés coïncident avec deux droites parallèles AB et 
CD, que deux autres côtés passent par deux points donnés E et F et 
que deux côtés consécutifs soient dans un rapport donné (II, 214). 

216. Construire un carré dont les quatre côtés passent par 
quatre points donnés A, B, C et D. 

Sur AB et CD comme diamètres, décrivons deux demi-circonférences. 
La ligne qui joint leurs milieux est la diagonale du carré cherché. 

217. Étant donnés deux cercles et une tangente commune 
extérieure, trouver sur cette dernière un point tel que la somme 
des angles sous lesquels on en voit les deux cercles donnés soit 
égale à un angle donné. 

218. Construire un parallélogramme, connaissant les côtés et 
les angles formés par les diagonales (II, 180). 
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219. Dans un cercle donné, mener une corde de longueur et 
de direction déterminées. 

220. Étant donné uncercfè, mener une corde de longueur 
déterminée, de telle manière que les distances de dçux points 
donnés à cette corde soient dans un rapport donné. 

221. Mener une droite sur laquelle deux cercles donnés et Q| 
interceptent deux cordes de longueurs données. 

222. Étant donnés deux cercles concentriques et un troisième 
cercle, mener une droite tangente à ce dernier et sécante aux deux 
premiers, de façon que le segment compris entre les cercles con- 
centriques soit égal à une longueur donnée. 

223. Par un point donné A mener une sécante qui partage une 
circonférence donnée O dans un rapport donné. 

224. Inscrire dans un cercle donné un triangle qui soit sem- 
blable à un triangle donné et dont un des côtés passe par un point 
donné. 

225. Étant données une circonférence et une droite, tracer une 
droite qui rencontre la circonférence en deux points A et B et la 
droite au point C, de façon que les segments AB et CB soient, 
égaux à des longueurs données. 

226. Par le point de contact A de deux circonférences, tracer 
une sécante BAC telle que BC xAC^A' (1. g. VIII). 

227. Par deux points A et B situés sur une circonférence 
donnée 0, mener deux cordes parallèles telles que leur somme 
soit égale à une longueur donnée (avoir en vue les propriétés des 
côtés d'un trapèze). 

228. Trouver un point d'où deux cercles donnés soient vus, 
sous des angles donnés. 

229. Étant donné un cercle, circonscrire un triangle semblable 
à un triangle donné, de telle manière que l'un des côtés passe par 
un point donné. 

230. Étant donné un cercle, circonscrire un triangle dont un 
des sommets soit situé sur une droite donnée et dont l'angle à ce 
sommet et l'un des côtés de cet angle soient donnés.. 

231. Étant donné un cercle, circonscrire un quadrilatère dont 
<m connaît les quatre angles. 

. 232.. Étant donné un cercle, circonscrire un quadrilatère dont, 
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on connaît deux côtés consécutifs a et b et l'angle m adjacent au 
côté a (deux cas). 

233. Trouver sur une circonférence donnée un point tel qu'une 
tangente menée de ce point à une autre circonférence donnée soit 
égale à une longueur déterminée. 

234. Trouver un point tel qu'un cercle donné en soit vu sous 
un angle donné et qu'une tangente menée de ce point à un autre 
cercle donné soit de longueur donnée. 

235. Placer deux cercles donnés à telle distance l'un de l'autre 
que les tangentes communes intérieures se coupent sous un angle 
donné. 

236. Placer deux cercles donnés à telle distance l'un de l'autre 
que la tangente commune intérieure soit coupée par la ligne des 
centres en deux parties respectivement égales aux longueurs a 
et b. 

237. Trouver un point tel que les sécantes menées de ce point 
à deux cercles donnés O et 4 soient respectivement égales à 
deux longueurs données a et b et que les segments de cercle 
déterminés ainsi soient capables des angles a et p. 

238. Étant donné un cercle, y inscrire un pentagone dont 
quatre côtés soient parallèles à quatre droites et le cinquième 
passe par un point donné. 

239. Par un point donné A mener une droite telle que le seg- 
ment de cette droite compris entre deux cercles concentriques 
donnés soit vu de leur centre sous un angle donné. 

240. Dans un cercle donné, mener une corde de longueur donnée, 
de telle manière qu'elle soit divisée par une sécante déterminée en 
deux parties égales ou dans un rapport donné (1. g. VI). 

241. Construire un parallélogramme dont deux sommets con- 
sécutifs soient en deux points donnés et deux autres sommets sur 
une circonférence donnée. 

242. Étant donnés deux points A et B et une circonférence, 
mener des sécantes AXZ et B YZ telles que AX = XZ et BY = YZ. 
(Les points X et Y sont situés sur la circonférence ; le point Z 
peut occuper deux positions). 

243. Étant donnés deux points A et B situés sur une circon- 
férence donnée, mener par un troisième point C une sécante qui 
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rencontre la circonférence aux points E et D tels que AE et DE 
par leur intersection forment un angle donné m (lieux géomé- 
triques V et VI). 

244. Mener dans un cercle donné une corde de longueur déter- 
minée, de telle façon que la somme des distances de cette corde à 
deux points donnés soit égale à une longueur donnée (II, 84). 

245. Inscrire dans un cercle donné un triangle dont on connaît 
un côté, la médiane d'un deuxième côté et la direction du troi- 
sième. 

246. Étant donnés deux cercles qui se coupent, deux lon- 
gueurs et deux rapports, mener une corde dans chacun des deux 
cercles de telle façon qu'elles soient égales aux longueurs données 
et qu'elles se coupent suivant les rapports donnés (II, 240). 

247. Construire le lieu des sommets des triangles équivalents 
à un rectangle donné et ayant avec lui une base commune. 

248. Transformer un parallélogramme donné en un triangle 
équivalent ayant même base et une médiane de longueur 
donnée. 

249. Transformer un triangle ou un reclangle donnés en un 
triangle isocèle équivalent ayant même base. 

250. Transformer un triangle donné en un triangle équivalent 
ayant même base et l'angle au sommet donné. 

251. Indiquer la méthode générale pour former un triangle 
équivalent à un polygone donné. 

252. Sur un des côtés d'un pentagone donné, construire un 
triangle équivalent, l'angle au sommet étant donné. 

253. Transformer un quadrilatère donné en un parallélo- 
gramme équivalent ayant un côté commun et un angle donné. 

254. Transformer un quadrilatère donné en un parallélo- 
gramme équivalent dont une diagonale soit de longueur donnée. 

255. Transformer un trapèze donné en un autre trapèze équi- 
valent ayant même hauteur, les côtés non parallèles égaux et 
la diagonale de longueur donnée. 

256. Réunir deux triangles donnés ayant même hauteur en un 
seul tel que la hauteur soit la même et la médiane de la base ait 
une longueur donnée. 

257. Transformer un quadrilatère ABCD en un trapèze équi- 
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valent dont une base coïncide avec le côté AD du quadrilatère et 
dont l'autre base passe par le sommet C. 

258. Transformer un triangle donné en un triangle équivalent 
ayant une base donnée et un des angles adjacents à cette base 
égal à l'angle correspondant du triangle donné. 

259. Trouver le lieu des sommets des triangles équivalents à 
un triangle donné et ayant une base donnée. 

260. Construire un triangle équivalent à un triangle donné ABC, 
connaissant un côté et l'angle opposé à ce côté. 

261 • Construire un triangle équivalent à un triangle donné ABC , 
connaissant deux côtés. 

262. Transformer un quadrilatère ABCD en un parallélo- 
gramme équivalent ayant AD pour base. 

263. Construire un triangle équivalent au triangle ABC, de 
façon que l'un des angles adjacents à sa base reste le même et 
que sa hauteur soit égale à une longueur donnée h. 

264. Transformer un triangle donné en un rectangle équiva- 
lent ayant une diagonale de longueur déterminée. 

265. Trouver, à l'intérieur d'un triangle donné, un point tel 
que les droites qui le joignent aux sommets du triangle partagent 
ce dernier en trois triangles équivalents. 

266. Trouver, à l'intérieur d'un triangle donné, un point tel que 
les droites qui le joignent aux sommets du triangle partagent ce 
dernier en trois triangles dont les aires soient dans les rapports 
de 1 : 2 : 3. 

267. Construire un triangle ABC dont la surface soit la diffé- 
rence des surfaces de deux triangles donnés et de façon à ce que h a 
et m a soient de longueurs données. 

268. Trouver sur une droite donnée un point tel qu'en le joi- 
gnant aux sommets d'un triangle donné on forme un quadrila- 
tère trois fois, ou, en général, m fois plus grand que le triangle 
donné. 

269. Mener par un point donné une droite qui partage un 
parallélogramme ou un trapèze donnés en deux parties équiva- 
lentes. 

270. Mener par un point situé sur un côté d'un triangle une 
droite qui partage ce triangle en deux parties équivalentes. 
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271. Par un point situé sur l'un des côtés d'un triangle, mener 
des droites qui le partagent en 3 ou en n parties équivalentes. 

272. Transformer un quadrilatère donné en un triangle équi- 
valent qui aurait un angle adjacent à la base commun et une 
hauteur donnée (II, 263). 

273. Transformer un parallélogramme donné en un parallélo- 
gramme équivalent ayant une base et une diagonale données. 

274. Transformer un parallélogramme donné en un parallélo- 
gramme équivalent ayant une base et l'angle compris entre les 
diagonales donnés. 

275. Transformer un parallélogramme donné en un losange 
équivalent ayant la hauteur donnée. 

276. Transformer un parallélogramme donné en un losange 
équivalent ayant une diagonale donnée. 

276 bis. Transformer un rectangle donné en un parallélo- 
gramme équivalent ayant une base et une diagonale données. 

277. Transformer un pentagone donné en un losange équiva- 
lent ayant une diagonale donnée. 

278. Transformer un quadrilatère donné en un autre quadri- 
latère équivalent ayant deux côtés communs et l'un de ses autres 
côtés parallèle à une droite donnée. 

279. Diviser un polygone donné en n parties équivalentes par 
des droites menées d'un de ses sommets (II, 251 et 258). 

280. Partager un polygone donné dans un rapport donné par 
une droite partant d'un de ses sommets (II, 251). 

281. Diviser un pentagone donné en trois parties équivalentes 
par deux droites menées d'un point situé sur l'un de ses 
côtés (II, 251 et 271). 

282. Diviser un triangle donné en trois parties équivalentes par 
des droites menées d'un point pris à l'intérieur du triangle 
(II, 263). 

283. Diviser un quadrilatère donné en trois parties équivalentes 
par des droites menées par un point pris à l'intérieur du quadri- 
latère (II, 251 et 263). 

284. Par quatre droites parallèles entre elles et inclinées sur 
les bases d'un trapèze donné, diviser ce dernier en cinq parties 
équivalentes. 
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285* Transformer un pentagone donné ABCDE en un triangle 
équivalent dont un sommet soit situé en un point donné M sur le 
côté CD et dont le côté opposé à ce sommet soit parallèle à CD 
et passe par le point A. 

286. Construire un quadrilatère, connaissant sa surface, une 
diagonale, les angles opposés à cette diagonale, et le rapport des 
distances de la diagonale aux sommets de ces angles (II, 259 et 88). 

287. Construire un parallélogramme, connaissant sa surface, 
une diagonale et l'angle opposé à cette diagonale. 

288. Étant donné le produit k' 2 de deux côtés d'un triangle et 
l'angle compris entre ces côtés, construire un triangle isocèle 
équivalent dont un côté (ou un angle) soit donné. 

289. Construire un triangle connaissant a, h a et b 2 -f- c 2 . 

290. Étant donnés deux points A et B situés sur une circonfé- 
rence, trouver sur cette dernière un troisième point dont la 
somme ou la différence des carrés des distances aux points A et B 
soit égale à k 1 . 

291. Construire un triangle, connaissant a, A et A 2 — c 2 . 

292. Construire un triangle, connaissant R, A et b 2 -f- c 2 . 

293. Inscrire dans un cercle donné un triangle, connaissant un 
angle, la différence des carrés de deux de ses côtés et un point par 
lequel passe une des médianes. 

294. Trouver, sur la ligne des centres de deux cercles donnés, 
un point tel que la somme (ou la différence) des carrés des tangentes 
menées de ce point aux cercles soit égale à A*. 

295. Étant donnés trois points A, B et C situés sur une droite, 
trouver sur une circonférence donnée un point X tel que l'angle 
AXC soit égal à deux fois l'angle AXB. 

296. Tracer un cercle de façon à ce que les tangentes menées de 
trois points donnés A, B et C soient respectivement égales à trois 
longueurs données a, b et c (1. g. XI). 

297. Trouver un point tel que les tangentes menées de ce point 
à deux cercles donnés O et O, soient égales entre elles et que le 
cercle O en soit vu sous un angle donné (lieux géométriques XI 
et VIII). 

298. Trouver sur une droite donnée un point tel que ses 
distances à deux points donnés soient dans un rapport donné. 
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299. Construire un triangle, connaissante, h a et -• 

300. Construire un triangle, connaissant a, m a , et — 

301. Construire un triangle, connaissant la bissectrice d'un 
angle et les segments déterminés par cette bissectrice sur le côté 
opposé à l'angle. 

302. Construire un triangle, connaissant la hauteur et les seg- 
ments déterminés sur la base par la bissectrice de l'angle au 
sommet. 

303. Construire un triangle, connaissant a, b A et - (1. g. 

XII). 

304. Tracer une circonférence vue de deux points donnés sous 
deux angles donnés et ayant son centre sur une droite donnée 
(Lg. XII). 

305. Construire un triangle dont les sommets soient situés sur 
trois circonférences données et dont les côtés soient parallèles aux 
lignes des centres de ces circonférences (1. g. XII). 

306. Mener une circonférence par deux points donnés, de telle 
manière qu'elle soit coupée en deux parties égales par une cir- 
conférence donnée (lieux géométriques X et II). 

307. Mener une circonférence par un point donné, de façon 
qu'elle soit coupée en deux parties égales par chacune de deux 
circonférences données. 

308. Étant donnés trois points A, B et C, mener par le 
point A une circonférence vue des points B et C sous des angles 
donnés (1. g. XII). 

309. Etant donnés trois points A, B et C, mener par A et B 
une circonférence vue du point C sous un angle donné (lieux géo- 
métriques XII et II). 

310. Tracer une circonférence qui soit divisée en deux parties 
égales par chacune des trois circonférences données. 

311. Mener par deux points donnés une circonférence qui 
coupe une circonférence donnée en deux parties égales 

a- g. xi). 

312. Tracer une circonférence qui coupe une circonférence 
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donnée en deux parties égales et qui soit tangente à une droite 
donnée en un point donné 1. g. XI] . 

313. Tracer une circonférence telle qu'elle coupe une circon- 
férence donnée en deux parties égales et que les tangentes 
menées de deux points donnés à la circonférence cherchée soient 
de longueurs déterminées lieux géométriques XI et V). 

315. Étant donnés trois points A, B et C, mener par le 
point A une circonférence telie que les points B et C soient les 
milieux de deux cordes de longueurs données (1. g. XI). 

316. Etant donnés trois points A, B et C, mener par A 
et B une circonférence telle que le point C soit le milieu d'une 
corde de longueur donnée (lieux géométriques XI et II). 

317. Etant donnés quatre points A, B, C, D en ligne droite, 
trouver un point X tel que l'angle AXB soit égal à l'angle CXD. 

318. Deux billes A et B sont stuées sur un diamètre d'un 
billard circulaire ; comment faut-il envoyer la bille A pour 
qu'après s'être réfléchie sur le bord du billard elle touche la 
bille B? 

319. Trouver sur la circonférence d'un cercle un point tel que 
les tangentes menées de ce point à deux autres cercles donnés 
soient égales entre elles. 

320. Mener par un point donné A une circonférence qui coupe 
deux circonférences données chacune en deux parties égales 
(lieux géométriques XIII et XI). 

321. Par un point donné A, mener une circonférence qui coupe 
orthogonalement deux circonférences données. 

322. Mener une circonférence qui coupe orthogonalement trois 
circonférences données. 

323. Tracer une circonférence qui coupe trois circonférences 
données chacune en deux parties égales. 

324. Étant donnée une tangente commune à deux circon- 
férences données qui se coupent, trouver avec une règle le milieu 
de cette tangente. 

325. Tracer une droite qui coupe en deux parties égales une 
tangente commune à deux circonférences données. 

326. Tracer une circonférence, de telle manière qu'elle coupe 
orthogonalement chacune de deux circonférences données et 
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qu'une tangente menée d'un point donné à la circonférence cher- 
chée ait une longueur donnée (lieux géométriques XIII, XI et V). 
327; Tracer une circonférence de telle façon qu'elle coupe deux 
circonférences données chacune en deux parties égales et qu'une 
tangente menée d'un point donné à la circonférence cherchée 
soit de longueur donnée. 

328. Tracer une circonférence qui coupe une circonférence 
donnée O en deux parties égales et deux autres circonférences 
4 et 2 orthogonalement (1. g. XI). 

329. Tracer une circonférence qui coupe orthogonalement 
une circonférence donnée et partage en deux parties égales 
chacune des deux autres circonférences données (lieux géo- 
métriques XIII et XI). 

330. Décrire une circonférence qui coupe en deux parties 
égales chacune de deux circonférences données O et O 4 et qui soit 
divisée elle-même en deux demi-circonférences par une troisième 
circonférence donnée 2 (lieux géométriques XIII et X). 

331. Par un point donné M et avec un rayon donné R, décrire 
une circonférence qui ait avec une circonférence donnée O une 
corde commune de longueur donnée. 

332. Étant donnés une circonférence O et un point M, mener 
par M une circonférence 4 qui rencontre la première en deux 
points A et B tels que les angles AOB et A0 4 B soient de gran- 
deurs données. 

333. Mener par un point donné une circonférence de rayon donné 
de façon à couper orthogonalement une circonférence donnée. 

334. Tracer une circonférence de rayon donné, de telle façon 
qu'elle soit tangente à une circonférence donnée et qu'elle coupe 
en deux demi-circonférences une autre circonférence donnée. 

335. Tracer une circonférence de rayon donné de telle façon 
qu'elle soit tangente à une droite donnée et qu'elle intercepte 
sur une circonférence données un arc sous-tendu par une corde de 
longueur donnée. 

336. Décrire une circonférence de rayon donné qui intercepte 
sur deux circonférences données des arcs sous-tendus par des 
cordes de longueurs données. 

337. Étant donné un cercle, mener une corde de longueur 
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ê o mmim* da façon que le rapport des distances de ses extrémités à 

un point donné A soit donné. 

338. Tracer une circonféren** de rayon donné de façon qu'elle 
rencontre une circonférence donnée O sous un angle donné et 
qu'une tangente menée à la circonférence cherchée d'un point 
donné A soit de longueur donnée. 

339. Mener par un point donné A une circonférence qpû. 
intercepte sur deux circonférences concentriques données des arcs 
sous-tendus par des cordes de longueurs données. 

340. Mener une circonférence qui soit tangente à une circon- 
férence donnée O et qui intercepte sur deux circonférences 
concentriques t des arcs de cercle sous-tendus par des cordes de 
longueurs données. 



METHODE DE SIMILITUDE 



Considérations générales 



Lorsque deux polygones d'un même nombre de cotés ont les 
angles consécutifs égaux chacun à chacun, les sommets, les 
angles et les côtés qui se correspondent dans les deux polygones 
portent le nom d'homologues. 

Deux polygones qui ont leurs angles consécutifs égaux chacun 
à chacun, et leurs côtés homologues proportionnels, sont dits 
semblables. Lorsqu'ils sont en outre semblablement placés, ils 
sont appelés homothétiques. 

I. Si deux polygones de n côtés ont n — 1 angles consécutifs 
égaux chacun à chacun etn — 2 côtés homologues consécutifs pro- 
portionnels, ces deux polygones sont semblables. 

Tout. d'abord la somme des angles d'un polygone étant cons- 
tante, l'égalité de n — 1 angles d'un polygone an — 1 angles d'un 
autre polygone conduit à l'égalité de tous les angles de l'un à tous 
les anglesde l'autre. Prenons maintenant deux quadrilatères ABCD 
et abcd [fig. 45). Soient A, B, C respectivement égaux à a,b,c et 

RC CD 

-r- =rz — • Nous voyons d'abord que D = d. Transportons le qua- 
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driïatère abcd sur le quadrilatère ABCR de taite façon que Te 
sommet a cahmà e wrec le sommet A et que le côté ab prenne la 
direction du côté AB. Le sommet b tombera quelque part en b. 
L'angle bad étant égal à l'angle BAD, le côté ad prendra la direc- 
tion du côté AD et le sommet d tombera quelque part en d. 




Fig. 45. 



Joignons les points b et d et menons les côtés bc, de égaux aux 
côtés respectifs du quadrilatère abcd. Les triangles bed et BCD, 
ayant un angle égal compris entre deux côtés respectivement 
proportionnels, sont semblables, d'où ceci = CBD et bdc = BDC ; 
mais CBA = cbA et CDA = cdA, et par conséquent DBA = dbk 
et BDA = bdA ; d'où il résulte que le triangle bAd, est semblable 
au triangle BAD. Les quadrilatères ABCD et Abcd^ pouvant être 
décomposés chacun en deux triangles respectivement semblables, 
sont semblables, mais Abcd = abcd, donc abcd est également 
semblable à ABCD. 

En procédant de même, il est facile de démontrer le théorème 
pour les pentagones, les hexagones, etc. 

IL Deux polygones semblables peuvent toujours être placés de 
r açon à devenir homothétiques [fig. 46). 

Soient ABCDE et abede deux polygones semblables. Menons 
dans le plan du polygone ABCDE une droite a K b K égale à ab 
et parallèle à AB. Menons ensuite b K c K égale à bc et parallèle 
à BC. Joignons deux à deux les points A et a^ B et b { et pro- 
longeons les droites Aa i et Bb { jusqu'à leur intersection en O. 
Menons les droites OC et Oc i et supposons qu'elles ne coïncident 



Digiti 



zedby G00gle 



6'* PROBLEMES DE GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE 

pas. Dans les triangles BOC et b { Oç { , onaz OBC = ^ Ob 4 c 4 
comme correspondants par rapport aux parallèles BC et b K c K et la 

AB BO . AB BC 



r — j d OÙ j-ft = 

b { c { o 4 Q 



sécante b.B ; d autre part — r == 7-77 et — v 
1 r a.b. b.O a.b. 

BC 

t — -Nous en concluons que les triangles OBC et Ob { c { sont sem- 

blables et que les droites OC et Qc { coïncident. 



Fi" 46. 




Menons ensuite c { d { égale à cd et parallèle CD, d K e K égale à 
de et parallèle à DE, et démontrons, comme ci-dessus, que Od { 
coïncide avec OD et Oe^ avec OE. Enfin joignons le point e K au 
point a^ et prouvons que a K e K est égale à ae et parallèle à AE. 

En effet, les triangles AOE et a k Oe h qui ont un angle commun 
AOE compris entre les côtés proportionnels, sont semblables, d'où 

il résulte que a { e { est parallèle à AE ; mais = — rz = — — = 

a.e. (ImKJ a.O. 

AB AE . , u , 

— - = — ? ce qui conduit a a.e. = ae* 
ab ae ^ ' i 

Ainsi tous les côtés du polygone a K b K c K d K e A sont parallèles aux 
côtés respectifs du polygone ABCDE. D'autre part, tous les côtés 
et tous les angles du polygone a K b K c K d K e K étant respectivement 
égaux aux côtés et aux angles du polygone abcde, ces deux poly- 
gones sont égaux. La figure abcde a donc pu être placée de façon 
à avoir tous ses côtés parallèles aux côtés respectifs de la 
figure ABCDE. 

Conséquence du théorème II : 

Si deux polygones sont homothétiques, les droites qui joignent les 
sommets homologues concourent en un seul point appelé le centre 
de similitude. 
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Fig. 47. 
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III. Pour que trois polygones semblables aient un seul et même 
centre de similitude, il suffît de placer un 
seul côté, par exemple mn [fig, 48) parallè- 
lement aux côtés homologues BC, bc et 
de façon à ce que ses extrémités m et n 
soient sur les droites ou les prolonge- 
ments des droites qui joignent deux à 
deux les extrémités B et 5, C et c au 
centre de similitude des polygones ABCDE et abcde. Les points 
p, q, l se trouveront alors nécessairement sur les droites OdD, OeE, 
O/A. 
Ayant prouvé le théorème pour trois polygones, nous pou- 
vons le démontrer pour 
quatre, etc. 

Le centre de similitude 
de deux ou plusieurs po- 
lygones homothétiques 

B 




A^ 



Fig. 48. 




dA v iD 



peut se trouver en dehors de ces polygones [fig. 46, 47), à leur 
intérieur [fig. 48), ou à l'un des sommets [fig, 49). 

Nous avons vu que dans deux polygones semblables les côtés 
homologues sont entre eux dans un rapport constant. Ce rapport 
est appelé rapport de similitude des deux polygones. Il est égal à 
celui des distances du centre de similitude aux points homo- 
logues. Lorsqu'on transforme une figure quelconque en une figure 
semblable, plus grande ou plus petite et que leur rapport de 
similitude est n, on dit que la première figure à été multipliée 
par n. Le nombre n peut être entier ou fractionnaire. 

Il est souvent avantageux, lorsqu'on doit construire une figure 
quelconque ou trouver la position d'un point par rapport à une 
figure donnée, de construire non pas la figure cherchée, mais une 
autre qui lui soit semblable. On laisse pour cela de côté une des 

5 
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conditions imposée, et Ton obtient un système de figures se m- 
blables et semblablement placées. Il est facile ensuite d'introduire 
la donnée omise et d'obtenir la figure demandée. 

Les trois problèmes qui suivent peuvent servir d'exemples d e 
la méthode à employer. 

341. Construire une figure semblable à une figure donnée 
abcde, de façon qu'un de ses côtés soit égal à une longueur don- 
née AB parallèle à ab (ftg. 49 et 48). 

Joindre respectivement A à a et B à 6, prolonger les lignes ka 
et B6. Le point d'intersection sera le centre de similitude. Mener les 
droites Oc, Od, Oc; mener du point B une droite parallèle à bc jusqu'à 
son intersection en G avec Oc ou son prolongement ; du point G mener 
une droite parallèle à cd jusqu'à son intersection en D avec Od ou son 
prolongement, et ainsi de suite. 

342. Construire une figure semblable à une figure donnée de 
telle façon que le centre de similitude soit en un point donné et que 
le rapport soit égal à n [ftg. 49). Soient Imnp et O la figure et le 
centre de similitude donnés (ftg. 47). Menons la droite 0/ et pre- 
nons OA telle que O A = 0/ X n. Joignons ensuite le point O aux 
points m, n et p, prolongeons les droites ainsi obtenues et menons 
AB, BC, CD et AD respectivement parallèles aux côtés du poly- 
gone donné. Le quadrilatère ABCD est le quadrilatère donné 
Imnp multiplicatif par n. 

343. Trouver, à l'intérieur d'un angle 
donné ABC, un point tel que les seg- 
v ÎJ/Qi ments de droite, parallèles à deux droites 
données MN et PQ, compris entre le 
point cherché et les côtés de l'angle 
soient ou égaux, ou dans un rapport donné 

-(/?</• 50). 

Attendu que nous n'avons pas la longueur des segments, mais leur 
rapport, nous devons nous attendre à ce qu'il y ait au moins deux 
points qui satisfassent à la donnée du problème. Soient et o tels que 

—■ = - et — , = - ; OE et Oc parallèles à MN, OD et od parallèles 
OD n od n ' 

àPQ. 
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Les figures EBDO et eBdo sont semblables, attendu que les quatre 
angles 0, E, B, C sont égaux respectivement aux quatre angles consé- 

cutifs o, e, B, d, et — = — ; = — 
' OD od n 

Le centre de similitude est le point B, et B, o et sont sur une droite. 
Nous en concluons que tous les points qui satisfont à la donnée du 
problème sont sur la droite OB et, pour trouver cette droite, il suffit de 
trouver un point de cette droite. 

Menons pour cela BK parallèle à MN et BL parallèle à PQ. Sur BK 
prenons m parties quelconques et sur BL n parties égales. De L menons 
Lo 4 parallèle à BG et de K une autre droite K0| parallèle à BA. Le point 

d'intersection Oi est un des points cherchés, attendu que ^r^ = 777 = — • 

Si les segments EO et DO doivent être égaux, il suffit que BL soit égal 
àBK. 

Du centre de similitude de deux cercles 



Soient et 0< deux cercles situés dans un même plan (/??.51). 
Menons dans l'un, deux rayons quelconque OM et ON et dans 




Fig. 51. 

l'autre deux rayons OjMj et O i ti i respectivement parallèles aux 
rayons OM et ON et dirigés dans le même sens. Soit K le point 
d'intersection de la ligne des centres avec la droite MM r Les 
triangles OMN et O^M^N, étant semblables, le point K est leur 
centre de similitude. Il en résulte que la droite NN 4 rencontre 
la ligne des centres au même point, et qu'en général toutes les 
sécantes communes à deux cercles, passant par les extrémités de 
rayons parallèles et dirigés dans le m.lme sens, concourent en un 
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seul point. On peut en dire autant des tangentes communes exté- 
rieures, parce qu'elles passent également par les extrémités de 
rayons parallèles. Le point de concours de toutes ces droites 
porte le nom de centre de similitude directe de deux cercles. 

Il est facile de démontrer que toutes les sécantes communes 
passant par les extrémités de rayons parallèles, mais de sens con- 
traires, ainsi que les tangentes communes intérieures, concourent 
en un seul point qui se trouve sur la ligne des centres. Ce deu- 
xième point porte le nom de centre de similitude inverse ( l ). 

Les couples de points M et M<, P et P<, S 2 et S 3 , S et S<, qui 
se correspondent dans la similitude portent le nom de points 
homologues. Les couples de points qui se correspondent dans 
Tinversion sur les mêmes droites, soient M et P.,, P et M n S 2 et 
S 4 , S et S 3 , sont dits antihomologues. 

Le produit des distances du centre de similitude de deux cercles 
à deux points antihomologues quelconques est constant et égal au 
produit des tangentes menées du centre de similitude aux deux 
cercles. 

En effet prenons une sécante quelconque KM. Les triangles 
MOK et MjOjK, POK et P,0,K étant semblables, deux à deux, 
nous avons 

MK OK 4 PK OK 

et 



M,K~0,K " P,K~~0,K 

En comparant ces deux égalités, nous trouvons 

MK PK 
M,K"~P<K' 

d'où MK X P,K = M,K x PK. 
D'autre part, KY étant une tangente commune, nous avons 

KY 2 = MK X PK et KY? = M,K X P t K. 

( l ) On déduit de ce qui précède un procédé très commode pour mener les 
tangentes communes à deux cercles. On détermine pour cela les deux centres 
de similitude directe et inverse, et par chacun de ces points on mène des tan- 
gentes à l'un des deux cercles qui seront e même temps tangentes à l'autre. 
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En multipliant ces deux dernières égalités Tune par l'autre 
nous trouvons 

? KY 2 x KV = MKxP^K x M,K xPK = (MK 3 X P,K»), 
ou MK x P,K = M<K x PK = KY x KY,. 

Problèmes sur la similitude des figures 

344. Construire un triangle, étant donné un angle, le rapport 
des côtés qui comprennent cet angle et le rayon du cercle 
inscrit. 

Soit ABC (fig. 52) égal à l'angle donné, BD = m unités de longueur 
quelconques et BE = n de ces unités. Le triangle DBE est semblable au 
triangle cherché, ayant un angle égal et les côtés homologues propor- 
tionnels chacun à chacun. Toutes les droites parallèles à DE découpent 
des triangles semblables les uns aux autres et semblables au triangle 
cherché. Parmi ces triangles semblables, il faut en choisir un dans lequel 
on pourrait inscrire un cercle de rayon donné. Le 
centre du cercle doit se trouver sur la bissectrice 
de l'angle B; il doit, en outre, se trouver à la dis- 
tance r des côtés AB et BC. Il suffit donc de me- 
ner la bissectrice BM et une droite parallèle à AB 
ou à BG et se trouvant à la distance r de l'une de 
ces droites. Le point d'intersection est le centre 
du cercle inscrit. Pour construire le triangle, abais- 
sons de une perpendiculaire OF sur DE ; sur OF 
ou son prolongement prenons OG égal à r; par le 
point G menons RQ parallèle à DE. Le triangle RBQ est le triangle 
cherché. 

En effet, ^ RBQ est l'angle donné, 7^ m — = — ; enfin la droite OG 

yt> oh n 

est égale à la distance du point aux côtés RB et QB et en môme temps 



345. Construire un triangle, étant donné un angle a, la Ion- 
gueur s de la bissectrice de cet angle et le rapport — des seg- 
ments déterminés sur le côté opposé à a par la hauteur issue du 
sommet de cet angle. 
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Traçons une droite quelconque AB (fig. 53), prenons MG et CN telles 

que — = — ; élevons une perpendiculaire CD; traçons sur MN un 

segment capable de l'angle a; soitP l'intersection 
de Tare MPN et de la perpendiculaire CD. Le 
triangle MPN est semblable au triangle cherché 
(I, 58). Il suffit maintenant de prendre sur la bis- 
sectrice PR une longueur PL égale à s et de mener 
OK parallèle à AB. 
Le triangle OPK satisfait aux données du pro- 
blème ; en effet l'angle OPK est égal à a, la bissectrice PL est égal à s 

01 MC __m 

IK "~ CN "" n " 




M RO N 

Fig. 53. 



et enfin rr = tx; = • 



346. Étant donnés un angle ABC et un point M à l'intérieur de 
cet angle, trouver sur le côté BC un pointX équidistant du côté AB 
et du point M (fig. 54). 

Supposons le problème résolu. Soit X le point cherché ; nous avons 
alors YX = XM. En joignant les points B et M, nous remarquons que le 
point B est le centre de simi- 
litude des triangles abc, pmn, .■•' *- 
etc., dont les côtés sont pa- 
rallèles aux côtés du triangle 
YMX. 

Construisons un de ces 
triangles ; pour cela, d'un 
point quelconque a, élevons 
une perpendiculaire sur le 
côté AB, du point c comme 
centre et avec un rayon égal 

à ca, décrivons une circonférence qui rencontre BM au point b. Il suffit 
maintenant de mener MX parallèle à bc et XY parallèle à ca. Le point 
X est le point cherché. En effet 




MX BX XY BX ,, , MX XY 

— = 5— ? = — , d OU -r— = 9 

bc Bc ca Bc bc ca 



MX 
XY : 



ca* 



et comme bc = ca, nous en concluons que MX = XY. 

Le problème comporte deux solutions, attendu que le cercle de rayon 
ca rencontre BM en deux points. 
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347. Inscrire dans un triangle donné ABC un parallélogramme 



m 



dont on connaît l'angle àlabaseaetle rapport des côtés — (/?#.5o)* 




Fig. 55. 



Construisons deux parallélogrammes, NjPjQiMj, N 2 P 2 Q 2 M 2 , de telle 
façon que les côtés M|Q< et M 2 Q 2 coïncident avec le côté AG du triangle 
ABC, que les angles N^M^Qi et N 2 M 2 Q 2 soient égaux à l'angle donné a 

et que les rapports ^rr et ^rj* soient égaux au rapport — • 



NjMj 



>2 iW 2 



Ces deux parallélogrammes, qui ont tous leurs angles respectivement 
égaux et leurs côtés homologues proportionnels, sont semblables. Nous 

en concluons que 



N,P. 



N,P< ~ N,M< 



NoM» . N0M0 

t r « m nie — ■— « 

' NiM. 



AN 5 



AN 



j* . N 2 P 2 
' d0U NÏÎ : 



AN 2 
AN/ 



D'autre part, l'angle AN 2 P 2 est égal à l'angle AN 4 P<, d'où nous con- 
cluons que les points A, P<, P 2 sont en ligne droite et que le point A est 
le centre de similitude de tous les parallélogrammes construits dans 
les mêmes conditions. 

Joignons A à P 2 . La droite AP 2 coupe BC en P. Par le point P 
menons PN parallèle à AG et du point N une droite NM parallèle à N 2 M 2 . 

Le parallélogramme MNPQ est le parallélogramme cherché. En effet, 



NP AN „ 4 4 NM 

jTE=S5r;d autre part— 



AN ,, , NP 
d ou 



2 m 2 



"AN. 



NM NP 



N 2 P, 



N 2 P 2 N 2 M< 



1 _m 



NM~~N 2 M 2 



En outre, l'angle NMG, égal à l'angle NgMjC, est égal à son tour à 
l'angle donné a. 

Il va sans dire que le même procédé peut servir lorsque le parallélo- 
gramme est remplacé par un carré, un losange ou un rectangle; il 

suffit pour cela que, dans le premier cas, nous ayons — = i, a = 90° ; 



dans le deuxième — 
n 



i, et dans le troisième a = 90°. 
Le procédé reste le même lorsque nous avons à inscrire un triangle, 
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attendu que ce dernier peut être considéré comme la moitié d'un paral- 
lélogramme, ou un quadrilatère quelconque, étant donné que deux 
de ses sommets se trouvent sur un des côtés et les deux autres som- 
mets sont sur les deux autres côtés du triangle. 

348. Mener dans un triangle ABC une droite DE telle que 
les droites AD, DE et EC soient égales entre elles (fig. 56). 

Supposons le problème résolu. Soit ADEG un quadrilatère dont les 

côtés AD, DE et EG sont égaux 
\ entre eux. 

h.. ~~^Àg Joignons les points A et E 

\ h^^^''^^ \ et prolongeons la droite AE. 

À /^ ]\ Menons BG parallèle à DE 

X-'^Jy^\ > \ et > du point d'intersection G 

^/^\ \ des droites BG et AG, une 

/y^ \ \ \ autre droite GK parallèle à 

A^- '" ^ ^IÇ EG. On voit que les figures 

Pig # ^ ADEG et ABGK, qui ont leurs 

angles respectivement égaux 
et leurs côtés homologues proportionnels, sont semblables. 

Nous en concluons que, pour résoudre le problème, il suffit de cons- 
truire le quadrilatère ABGK; décrivons pour cela, du point B comme 
centre et avec AB comme rayon, un arc de cercle ; prolongeons CB et 
prenons CL égal à AB ; de L menons une parallèle à AC. Du point d'in- 
tersection G de cette parallèle avec l'arc de cercle menons GK parallèle 
à BC. Nous voyons que les droites AB, DG et GK, égales àLG, sont égales 
entre elles. 

Joignons A et G. Du point d'intersection E de la droite AG et du côté 
BC, menons El) parallèle à CB. La figure ADEC est la figure cherchée. 
En effet, AD : DE : EC = AB : BG : CK = 1. 

349. Construire un triangle, connaissant A, C et b + h b = s. 

Construisons un triangle ABC dont les angles A et C soient donnés 
et dont la hauteur BD soit égale à s. 

Le triangle cherché EBF est nécessairement plus petit que le triangle 
ABC, et sa base EF est parallèle à la base AC (fig. 57). La somme BM + EF 
étant égale à s ou BD, nous en déduisons que EF est égale à MD et que 
la figure NEFP, dont les côtés EN et FP sont parallèles à MD, est un 
carré (IJ, 347). 
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Le procédé que nous venons d'indiquer pourrait ne pas venir à l'esprit 
de tout le monde ; la marche régulière à suivre serait la suivante : cons- 
truisons un triangle ABC (fig. 58) dont les 
angles A et C soient respectivement égaux 
aux angles donnés et la hauteur BD quel- 
conque. Soit AC + BD = Sj. Pour trouver 
le triangle dont la somme de la base et de 
la hauteur soit égale à s, plus petite ou 
plus grande que «|, il faut multiplier le 

triangle ABC par le rapport -• 

Prenons pour cela AE = s< et AK = s. 

Joignons E à B, menons KL parallèle à 

EB et LM parallèle à BC. 

LG BD 4 . LG + AM LG 

Nous avons : — = —et, par conséquent, RD + AG =55-; 




mais 



LG AL 



AK 



BD = ÏB = ÂË = 7/ tBD + AC = S <' d, ° Ù 

Il s'en suit que LG -f- AM = s. 



LG + AM 



KlSL 




G D 



.s 

K 



-^.K 



Fig. 58. 

D'autre part, l'angle LAM est le même que l'angle BAC, et l'angle LMA 
est égal à l'angle BGA comme correspondant. Le triangle LAM satisfait 
donc aux données du problème. 

350. Construire un triangle, connaissant A, C et bh b = k' 1 . 

Construisons un triangle ABC dont les angles A et C soient donnés. 
Sur le prolongement de la droite AC, prenons CE = BD, et sur AE 
comme diamètre décrivons une demi-circonférence. La perpen- 
diculaire élevée en C à AE rencontrera la demi -circonférence en F. 



Digiti 



zedby G00gle 



74 PROBLEMES DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE 

Nous aurons CF 2 = AG.CE = AC.BD. Soit CF = ft<. Multiplions enfin 

le triangle ABC par le rapport de similitude r-» et nous obtiendrons 

H * 
le triangle cherché. 

La solution est évidemment la même si Ton a la surface du triangle 
à la place du produit de la base par la hauteur. 

351, Construire un triangle, connaissant A, C et b 2 — h 2 i> = k 2 . 

Construisons un triangle ABC dont les angles A et C soient donnés. 

Sur AC comme diamètre décrivons une demi-circonférence et du 

point A comme centre, avec BD comme rayon, décrivons un arc de 

cercle qui coupe la demi-circonférence en F. Soit FC la droite qui 

joint les points F et C. Nous avons FC 2 = AC 2 — AF 2 = AC 2 — BD 2 . Il 

k 
suffit donc de multiplier le triangle ABC par le rapport • 



352. Construire un triangle, connaissant A, C et b 2 + H = * 2 « 

353. Construire un triangle, connaissant A, C et abcht, = A 1 . 

Ayant construit un triangle ABC dont les angles A et C soient égaux 
aux angles donnés, nous posons a.c = k 2 et b.hf, = kl ; ayant trouvé 
k { et #2» nous posons k^k 2 = *§. Nous avons alors abcht r- (ftjft 2 ) s — H* 



et il ne reste plus qu'à multiplier le triangle ABC par le rapport — 

*3 



354. Construire un pentagone lorsqu'on connaît : 1° ses angles 
(a, p, y, 8, e) ; 2° les rapports (m : n: p: q) des deux côtés consé- 
cutifs et des diagonales issues du sommet de l'angle compris 
entre ces côtés ; 3° la somme k 2 des carrés des trois autres 
côtés {/îg. 59). 

Construisons un angle BAE égal à a. Sur l'un de ses côtés prenons 
ABj = m et sur l'autre AE 4 = q. En Bj construisons un angle AB,Cj égal 
à p et, en E<, un angle égal à s. Du point A comme centre et avec les 
rayons n et p, décrivons des arcs de cercle qui coupent, le premier, B 4 C 4 
en C<, le deuxième, E^D^enD^. Le pentagone AB^DjE, est semblable 
au pentagone cherché. 

Traçons maintenant NP = B|C 4 et NM — C 4 D 4 perpendiculairement 
à la première. Au point P élevons une perpendiculaire à MP et prenons 
PQ = E I D I . 
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Nous aurons alors 

MQ2 = PM2 + PQ3 = PQ2 + MN» + ISP* — B,C 2 + C<D2 + d,E?. 





Fig. 59. 



Il ne nous reste donc plus qu'à multiplier le pentagone AB^QD^E^ 
par le rapport — 

Construire un triangle, connaissant : 



355. A, h a , — 

356. A, a et - ; A, a y ^ 

c o 



357. A, -, h c ; A, b, %- 



a 

•s 
c 

K 



358. a, t^j lorsque b = c, ou a = c 

h b 

359. A, B, a ± b. 

360. A,J, 2piA,&,~. 

361. A, Bet A= A 5 ; a, &, £-• 

tic 

362. t-î -j w a + m b + m c - 



363. Construire un quadrilatère dont on connaît les quatre 
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angles, la longueur du périmètre et le rapport de deux côtés con- 
sécutifs ou la longueur d'un des côtés (IV, 29). 

364. Qu'est-ce qu'il faut donner en plus lorsqu'on connaît 
(w — 4) angles d'un polygone de n côtés et la longueur de son 
périmètre, pour que le polygone soit défini (II, 363) ? 

Construire un triangle, connaissant : 

365. A = A 3 , ^L (m a , b) et ^: {m a ,c). 

366. h a , h b et ^L (h c , a), (voir I, 73). 

367. h a , h b et - (I, 73). 

368. h a ,h b eth c (I, 74). 

369. Construire un parallélogramme, connaissant les rapports 
d'un de ses côtés aux diagonales et la surface. 

370. Construire un trapèze, connaissant les rapports de trois 
côtés et la hauteur. Que faut-il donner en plus pour que le pro- 
blème devienne déterminé ? 

371. Construire un trapèze, connaissant les deux côtés non 
parallèles, l'angle formé par ces côtés et le rapport des côtés 
parallèles. 

372. Construire un triangle rectangle, connaissant : 

1° La hauteur issue du sommet de l'angle droit et le rapport 
des carrés des côtés ; 

2° Le rapport des carrés des côtés et le périmètre (I, 55). 

373. Etant donnée une droite AB qui ne peut pas être prolon- 
gée, élever du point B une perpendiculaire à cette droite. 

374. Inscrire un carré dans un segment donné. — Généraliser 
le problème (II, 347). 

375. Etant donné un point M situé sur la droite BC, trouver 
sur cette dernière un point dont les distances au point M et à une 
autre droite donnée AB soient dans un rapport donné. 

376. Mener par un point donné à l'intérieur d'un angle une 
circonférence tangente aux côtés de cet angle (H, 346 deux 
cas.) 

377. Décrire un cercle tangent à deux droites concourantes et 
à un cercle situé à l'intérieur de l'angle formé par les droites 
(II, 346). 
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378. Inscrire dans un angle donné ABC une circonférence 
passant par un point donné M de la bissectrice de l'angle (II, 375). 

379. Inscrire dans un angle donné ABC un cercle tangent à un 
cercle également inscrit dans cet angle (II, 375). 

380. Dans le cercle O sont donnés un diamètre AB et une 
corde MN. Décrire un cercle tangent au cercle donné et aux pro- 
longements des droites ABet MN (deux cas). Plus généralement: 
décrire un cercle tangent à un cercle et à deux droites données. 

381. Trouver sur les côtés AB et CD d'un quadrilatère 
donné ABCD deux points X et Y, tels que les droites AX, XY'et 
YC soient dans des rapports donnés (II, 348). 

382. Mener par deux points donnés A et B une circonférence 
qui coupe deux droites parallèles données MN et PQ en deux 
couples de points, X et X, sur MN et Y et Y, sur PQ, tels que 
XY (ou X,Y<) soit égal à AB (II, 375). 

383. Etant donnés un angle et deux points A et B, mener par 
A une circonférence de façon qu'elle intercepte sur les côtés de 
l'angle deux cordes égales et que la tangente menée du point B 
à la circonférence fasse avec l'un des côtés de l'angle un angle 
donné (II, 346). 

384. Étant donnés un point et une droite, mener par ce point 
trois droites de telle façon qu'elles forment entre elles des angles 
donnés et qu'elles déterminent sur la droite donnée deux segments 
qui se trouvent entre eux dans un rapport donné. 

385. Décrire deux cercles égaux tangents l'un à l'autre et à 
deux cercles donnés en deux points donnés. 

A la place de cercles on peut donner deux droites, et, au lieu de 
l'égalité de rayons, leur rapport (II, 348 et 381). 

386. Étant donnés un angle MNL et un point A à l'intérieur de 
cet angle, construire un angle PAQ égal à un angle donné a, de 
telle façon que la droite PQ qui joint les points d'intersection des 
côtés de cet angle à ceux de l'angle MNL soit parallèle à une 
droite donnée BC. 

387. Construire un triangle semblable à un triangle donné de 
façon à ce que ses sommets soient situés sur trois droites données 
(quatre cas). 

388. Mener par un point donné une droite sur laquelle trois 
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droites concourantes données AB, AC, AD déterminent deux 
segments, qui soient dans un rapport donné (fig. 60). 

Soient BA, DA et CA les trois droites concourantes données, E le 

point donné. Menons quelque 
part une droite B4D4C4 de 

façon que le rapport z^- soit 

égal au rapport donné. Sur 
BjDj et D|C 4 construisons deux 
segments capables, le pre- 
mier de l'angle BAD, le second 
Fig. 60. de l'angle DAC. Soit A, le 

point d'intersection des deux 
circonférences. Transportons A<Bj en AF et A|C< en AG et, par le 
point E, menons une droite BDGE parallèle à FGH. Cette droite est la 
droite cherchée. 

389. Étant données trois droites concourantes AB, AC, AD et 
une quatrième droite, mener une sécante de façon à ce que les trois 
segments déterminés sur elle par les quatre droites données soient 
dans des rapports donnés. 

390. Etant donnés un cercle et deux rayons, dans des positions 
déterminées, mener une corde qui soit coupée par les deux rayons 
en trois parties égales. 

391. Mener parallèlement à la base d'un trapèze une droite 
telle que la portion de cette droite comprise entre les côtés non 
parallèles soit partagée par les diagonales en trois parties 
égales. 

392. Etant donnés un point A et deux droites, tracer un triangle 
semblable à un triangle donné, de façon à ce que Tun de ses sommets 
soit en A et les deux autres sur les deux droites. 

393. Étant données trois droites, mener dans une direction 
déterminée une sécante telle que le produit des segments compris 
entre les droites données soit donné. 

394. Étant donnés trois points A, B, C, situés sur une circonfé- 
rence, mener une corde BE qui soit partagée par la corde AC dans 
un rapport donné. 
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395. Étant donnés trois cercles concentriques (fig. 61), mener 
une sécante ABC, de telle façon que le segment de cette sécante 
compris entre la première et la deuxième circonférence soit égal 
au segment compris entre la deuxième et la troisième. 




Traçons une droite quelconque, et sur cette droite prenons C<B| 

= B î Â i . 

Trouvons le lieu des points dont les distances aux points C, et B, 

OC 
soient dans le rapport — et le lieu des points dont les distances aux 

OR 

points Bj et Aj soient dans le rapport tr-r« Les deux lieux se rencontrent 

au point 0<. 

11 suttit maintenant de construire en un angle GOA égal à CjOjA,. 

396. Inscrire dans un triangle donné un autre triangle doat un 
côté soit parallèle à une droite donnée et dont les hauteurs soient 
dans un rapport donné (I, 73 ; et II, 347). 

397. Inscrire dans un triangle donné un parallélogramme dont 
on connaît le rapport des côtés et l'angle formé par les diago- 
nales (II, 218). 

398. Etant donnés un cercle et deux rayons prolongés, mener 
entre ceux-ci une tangente partagée par le point de contact dans 
un rapport donné. 

399. Inscrire un carré dans un secteur donné. — Généraliser 
le problème (deux cas, II, 347). 

400. Étant données une circonférence et deux droites AB et 
CD, mener une perpendiculaire à CD de façon à ce que son seg- 
ment compris entre AB et la circonférence soit partagé par CD 
dans un rapport donné. 
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Il faut prendre pour le centre de similitude le point d'intersection de 
AB et de CD. 

401. Construire un triangle, connaissant h a , m a et - (II, 402). 

402. Construire un triangle, connaissant deux hauteurs et la 
médiane relative à Tune de ces hauteurs. 

Soient AD et CE les hauteurs données, et AF la médiane. Nous pou- 
vons construire le triangle rectangle ADF ; nous connaissons en outre 
la forme du triangle ABF (I, 73) ; le point F est le centre de similitude. 

Au lieu de la médiane, on aurait pu donner une droite qui coupe 
BG dans un rapport donné. 

403. Construire un triangle, connaissant rt, b et m c (1. g. 
XII). 

404. Construire un triangle, connaissant son périmètre, un 
angle et le rapport des segments du côté opposé à cet angle déter- 
minés par la hauteur relative à ce côté. 

405. Construire un triangle, connaissant le rapport du péri- 
mètre aux segments déterminés sur un de ses côtés par la bis- 
sectrice de l'angle opposé à ce côté (I, 57) et la somme des rayons 
des cercles inscrit et circonscrit au triangle. 

406. 1° Étant donnés un cercle O et un point A situé en 
dehors de ce cercle, mener par A une sécante, de telle façon que 
la partie extérieure soit à la partie intérieure comme m est à n ; 

2° Mener par un point A situé à l'intérieur d'un cercle une corde 
qui soit partagée par le point A dans un rapport donné. 

407. Etant donnés un cercle O et un point K situé à l'intérieur 
de ce cercle, mener par ce point une corde MN telle que MK et la 
distance du point K au milieu de la corde soient dans un rapport 
donné. 

408. Dans un triangle ABC, mener une droite DE perpendi- 
culaire à AB et coupant le périmètre en deux parties égales (II, 
413). 

409. Construire un triangle isocèle, connaissant sa surface et 
le rapport des rayons des cercles inscrit et circonscrit. 

410. Construire un polygone régulier équivalent à une figure 
donnée régulière ou irrégulière (II, 354). 
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411. Construire un polygone de n côtés, connaissant ses 
angles, les rapports de (n — 2) côtés et le produit des diagonales 
(II, 354). 

412. Construire un quadrilatère inscriptible, connaissant un de 
ses angles, la surface et les rapports des côtés, qui comprennent 
l'angle donné, à la diagonale relative à cet angle (II, 354). 

413. Mener une droite qui soit parallèle à une droite donnée 
MN et qui divise un triangle donné ABC en deux parties équi- 
valentes. 

Menons DE parallèle à MN ; soient k\ et A* 2 les surfaces du triangle 

DBE et de la moitié de la surface de ABC ; multiplions le triangle 

k 
DBE par le rapport —• 



Exercices sur la multiplication des cercles 

414. Par le point d'intersection A de deux circonférences 
données O et O,, mener une sécante telle que les deux cordes 
multipliées respectivement par m et par n forment ensemble une 
longueur donnée. 

Prenons sur la droite AO ou son prolongement un point G tel 
que AG = AO.m et sur la droite AOj ou son prolongement un point C< 
tel que AC< = AOj.w. Des points G et C t comme centres et avec les 
rayons CA etC<A, décrivons deux circonférences. Le problème se réduit 
maintenant au problème II, 193. 

415. Étant donnés deux cercles concentriques, mener une 
droite qui forme dans le plus grand des cercles une corde deux 
fois plus grande que celle formée dans le plus petit. 

Multiplions le plus petit cercle par deux (en conservant le même 
centre) et appliquons le principe du lieu géométrique V. On peut égale- 
ment se servir du lieu géométrique XII. Si les cordes doivent être dans 
un certain rapport et passer par un point donné, on se servira du lieu 
géométrique VI. 

6 
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416. Étant donnés deux circonférences et un point A, mener 
des tangentes à ces circonférences de telle façon qu'elles soient 
parallèles entre elles et que leurs distances au point A soient dans 
un rapport donné. 

Multiplions Tune des circonférences par le rapport donné en prenant 
A pour le centre de similitude; le problème se réduit à II, 84. 

417. Etant données deux circonférences, mener une troisième, 
de telle façon qu'elle leur soit tangente et que : 4° la droite qui joint 
les points de contact passe par un point donné (fig. 24) ; ou que : 
2° Fangle 4 2 3 soit de grandeur donnée (lieux géométriques 
VIetV). 

418. Par un point donné, mener une droite qui détermine dans 
deux cercles donnés des cordes proportionnelles aux rayons. 

419. Étant donnés quatre points S,, S 2 , S 3 et S 4 situés sur une 
droite donnée AB, trouver sur cette dernière un point X tel que 
les produits S<X.S 4 X et S 2 X.S 3 X soient égaux {fig. 51). 

420. Mener par deux points donnés A et B une circonférence 
tangente à une circonférence donnée O (I, 65 et 66; II, 76 et 109). 

421. Mener par un point donné A une circonférence tangente 
à une circonférence et à une droite données. 

Soient Oj la circonférence cherchée, la circonférence et MN la 
droite données, K et G les points de contact ; menons OE perpendicu- 
laire à MN, et soient G et D les points d'intersection de cette perpendi- 
culaire avec la circonférence donnée. Prolongeons la droite qui joint 
les points A et D jusqu'à son intersection en F avec la circonférence 
cherchée. Nous avons alors : 

AD.DF = DG.DK = DE.DG, 

ce qui nous permet de déterminer le point F (I, 66). 11 ne reste plus 
qu'à utiliser la solution du problème II, 420 (quatre solutions). 

422. Décrire une circonférence tangente à deux circonférences 
et à une droite données. 

Soient R et R < les rayons des circonférences données et Oj et soit 
R< > R. Du point { décrivons une circonférence avec un rayon égal 
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à R| — R et, à une distance égale à H, menons une parallèle à la droite 
donnée. Pour la suite voir le problème précédent (huit solutions). 

423. Mener par un point donné A une circonférence tangente à 
deux circonférences données. 

Soient K le centre de similitude des circonférences données 
et o N et N< les points de contact de Tune des tangentes communes 
extérieures et B le second point d'intersection de la circonférence 
cherchée avec la droite AK. Nous avons alors AK.KB = KN.KN T ,, ce 
qui permet de déterminer la position du point B (I, 66). Voir pour la 
suite II, 420. 

424. Décrire une circonférence tangente à trois circonférences 
données. 

Soient R, R, et R 2 les rayons des cercles donnés; soit R > R| > R 2 . 
Des points 0< et comme centres, décrivons deux cercles dont les 
rayons soient respectivement, R 4 , — R 2 ol R — R a . Pour la suite, voir 
II, 423. 



METHODB OU PIIORLKME CONTRAIRE 

425. Dans^un triangle donné ABC inscrire un triangle DEF 
égal à un autre triangle donné MNP. 

Au lieu de chercher à inscrire le triangle MNP dans le triangle ABC, 
nous pouvons procéder in- 
versement, c'est-à-dire cir- 
conscrire le triangle ABC au 
triangle MNP (fig. 62). 

Nous remarquons tout d'a- 
bord que le point A| se trouve 
sur Tare d'un segment capable 
de l'angle A, le point B, sur 
l'arc d'un autre segment ca- 
pable de l'angle B. Nous con- 
naissons (II, 193) le moyen de tracer A 4 MB 4 = AB. 

Menons B<NC< et A,PC 4 . Il est facile de prouver que le triangle A^Cj 
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est égal au triangle ABC. Il nous reste maintenant à transporter MNP 
en DEF. Prenons pour cela AD = A,M, AF = A<P et BE = B,N. Le 
triangle DEF est égal au triangle MNP, par suite de l'égalité des 
triangles ADF et A,MP, DBE et MB,N («). 

426. Dans un secteur ou dans un segment donnés inscrire un 
triangle égal à un triangle donné. 

427. Dans un segment donné inscrire un triangle semblable 
à un triangle donné de telle façon qu'un de ses sommets soit situé 
en un point donné sur la corde ou sur l'arc du segment (lieux 
géométriques XII et II). 

428. Dans un triangle donné inscrire un triangle semblable à 
un autre triangle donné, de telle façon qu'un de ses sommets soit 
situé en un point donné sur l'un des côtés du triangle donné. 

429. Construire un triangle semblable à un triangle donné de 
telle façon que ses sommets soient situés sur trois circonférences 
concentriques données (1. g. XII). 

430. Décrire un cercle vu sous trois angles donnés de trois 
points donnés (1. g. XII). 

431. Dans un demi-cercle inscrire un quadrilatère semblable 
à un quadrilatère donné de façon à ce que deux de ses sommets 
soient situés sur le diamètre. 

432. Etant donnés un cercle O et un point A, mener une corde 
dont la longueur soit dans des rapports donnés avec les distances 
des extrémités de cette corde au point donné (deux cas). 

433. Construire un triangle ABC, connaissant l'angle B et les 
rayons des cercles circonscrits aux triangles ABD et CBD, étant 
donné que BD est la médiane relative au côté b. 

MÉTHODE DE SYMÉTRIE 

S'il est difficile de construire du premier coup la figure de- 
mandée, on peut souvent la transformer en une autre figure dont 
la construction soit plus facile. Nous indiquons ci-dessous cinq 
modes différents de transformations de figures, parmi lesquels la 

(') Ce problème est exposé dans le I #r livre des Principia matkematica phi- 
loso'phiœ naturalis de Newton. 
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méthode de symétrie dite aussi de retournement, occupe la pre- 
mière place, tant à cause de sa simplicité qu'au point de vue his- 
torique. 

Les points A et B [fig. 63) sont dits symétriques par rapport à 
la droite MN perpendiculaire en son milieu 
à la droite AB. La ligne MN s'appelle Taxe 
de symétrie. Les droites AL et BL, dont 
tous les points sont symétriques deux à 
deux par rapport à la droite MN, portent 
également le nom de symétriques. De même 
deux cercles égaux A etB, dont les centres 
sont symétriques par rapport à la droite MN , 
s'appellent symétriques par rapport à cette 
droite. 

La méthode de symétrie consiste en ceci : on suppose le pro- 
blème résolu, et Ton remplace un des points donnés (ou une droite, 
ou un cercle donnés) par un point (ou une droite, ou un cercle) 
symétrique. On réduit ainsi le problème donné à un autre, facile 
à résoudre à l'aide des méthodes déjà connues. 




Fig. 63. 



434L Trouver sur une droite donnée AB un point X tel que les 
droites MX et NX qui joignent ce point à deux points donnés M 

et N forment avec la droite 
K v deux angles NXB et MXA 

dont l'un soit le double de 
l'autre [fig._ 64). 

Soient M et N deux points 
situés d'un même côté de la 
droite AB et X un point situé 
sur la droite AB tel que NXB 
=z 2 MXA. Remplaçons le 
point M par le point symé- 
trique G. Nous avons alors 
MXL = LXC. Soit XK le prolongement de la droite NX.L'angleKXL, étant 
égal à l'angle NXB, est le double de l'angle GXL, d'où KXG = CXL. Les 




Fig. G4. 
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triangles rectangles KXC et GXL ayant l'hypoténuse et un angle aigu 
égaux chacun à chacun sont égaux, d'où KG = CL. Nous en concluons 
que NXK est une tangente au cercle G, tangent à son tour à la droite 
donnée BA. 

Ainsi le problème se réduit à ceci : prendre un point C symétrique 
au point M par rapport à la droite BA, décrire un cercle ayant G 
comme centre et CL comme rayon, enfin tracer une tangente à ce 
cercle passant par le point N. 

Le problème comporte deux solutions, attendu que Ton peut mener 
deux tangentes. 

435. Etant donnés deux points M, N et une droite AM, trouver 
sur cette dernière un point X tel que la somme des droites MX 
et NX soit minimum. 

Soient M et N deux points situés d'un même côté de la droite AB. 
Déterminons un point N' symétrique du point N par rapport à la droite 
AB et joignons M à N*. Le point d'intersection X de cette droite avec 
la droite AB est le point cherché, car les triangles NXB et N'XB étant 
égaux, NX = NX et par conséquent' MX + NX — MX + XN' = MN', 
et, comme MN' est le plus court chemin entre M et N , la ligne brisée 
MXN est le plus court chemin en allant de M à N en touchant AB. 

Ce problème a, comme on sait, beaucoup d'applications en 
physique et en mécanique. Il peut s'énoncer également ainsi: « Étant 
donnés une droite AB et deux points M et N situés d'un même côté de 
cette droite, trouver sur AB un point X tel que les angles MXA et NXB 
soient égaux. » 

436. Étant donnés une droite AB et deux cercles O et 0< situés 
d'un même côté de cette droite, trouver sur AB un point X tel 
que les tangentes menées de ce point aux cercles forment avec AB 
deux angles égaux [fig. 65). 

Il suffît de construire un cercle 2 symétrique au cercle O t et de 
mener une tangente commune intérieure aux cercles O et 2 . Le point 
d'intersection de cette tangente avec AB est le point cherché. En effet 
l'angle 2 XL est égal à l'angle LXOj ; d'autre part, de l'égalité des 
triangles rectangles X0 2 N, et XO<N, qui ont l'hypoténuse et un côté (les 
rayons) égaux chacun à chacun, nous avons ^ 2 XN< — ^ 0<XN, d'où 
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^ N|XL = ^ NXL. Mais ^ N|XL = ^ AXM, comme opposés au 
sommet. Donc AXM = BXN (deux solutions). 




Fig. 65. 

Nous voyons que, dans les problèmes 43 i, 433 et 436, on remplace 
une ligne brisée par une droite ; on fait tourner pour ainsi dire la 
ligure autour de Taxe de symétrie, c'.est pourquoi cette méthode peut 
être aussi appelée la méthode de retournement. 



437. Construire un triangle, étant donné un de ses côtés, la 
somme des deux autres et un des angle \ adjacents au côté donné. 

Soient AB le côté donné, A l'angle donné et AI) la somm* des 
deux autres côtés (fig. 66). Joignons œ 

B à D, et du milieu E de la droite BD 
élevons une perpendiculaire sur BD. 
En menant la droite BC, nous obte- 
nons le triangle cherché ABC. En 
effet 

AG + GB = AG + GD — AD, 

A et AB sont respectivement l'angle 

et le côté donnés. Pour que la solution soit possible, il faut AD > AB. 




438. Trouver sur une circonférence donnée un point X tel que 
la différence de ses distances à deux points donnés M et N situés 
sur la même circonférence soit égale à une longueur donnée a. 
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Supposons le problème résolu (fig. 67). Soit MX — NX = a. Du point 
M comme centre décrivons un arc de cercle de rayon ML = a. Alors 
LX = NX. On voit qu'il suffit de trouver le point L pour que la position 
de X soit déterminée. 




Fig. 67. 

L'angle inscrit MXN qui s'appuie sur la corde connue MN est connu ; 
d'autre part les angles XLN et XNL sont égaux. Donc 



MLN = 180 — 5 ( 18 ° — LXN ) — 90 + 



LXN 



Décrivons maintenant un arc MLN capable de 1 



'angle M 



90 + 



MKN\ 

—y 



Le point d'intersection des arcs S et MLN est le point cherché. 

Le problème a deux solutions, attendu qu'un autre point peut se 
trouver de l'autre côté de la droite MN ; condition de la possibilité, 

MN > a. 

439. Construire un triangle ABC dont les côtés a, b et c satis- 
fassent aux conditions suivantes : a -f- c = s, b -f- c = s ', 
-^ BCA =. <p. 

Construisons un angle G égal à ?. Sur un des côtés de cet angle 
prenons GC' = ,s' et, sur l'autre côté, GB' = s. Joignons B' à C En nous 
reportant au problème II, M48, nous pouvons facilement construire un 
quadrilatère B BAC' tel que B B = BA — C'A. Le triangle formé par les 
côtés AC, AB et BC sera le triangle cherché. En effet 

CB + BA= CB + BB'=s, CA + AB = GA + AC = s, ^ BCA = ç. 
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440. Construire un triangle isocèle, connaissant les côtés 

égaux a et la somme s de la 

base et de la hauteur (/fyr.68). \ 

\ 
D'un point B comme centre et \\\ 

avec a comme rayon décrivons 
un arc de cercle. Traçons BE 
égale as. D'un point quelconque 
F de cette droite élevons une 
perpendiculaire FG égale à la 
moitié de la droite FE. Joignons 
E à G et prolongeons la droite 
EG jusqu'à son intersection avec / 
Tare AG. Traçons ADG perpen- 
diculaire à BF. Le triangle ABC 
est le triangle cherché. En effet, 

1 
AD = - DE et, par conséquent, AG = DE ; d'où BD + AC = 



,,. / 


\ 


y 


\ 

D Y.C 




— -^\ 


G 


F ^ 




E 



\ 



\ 



Fi£. 68. 



:BD + DE=s. 



Exercices 

441. Etant donnés deux points A et B, situés départ et d'autre 
d'une droite MN, mener par ces points deux droites concourantes 
avec la droite MN et formant avec elle deux angles égaux. 

442. Étant données une droite MN et deux circonférences 
situées de part et d'autre de cette droite, construire un triangle 
équilatéral dont les sommets soient situés sur les deux circon- 
férences et sur la droite. 

443. 1° Étant donnés une droite AB et deux points M et N 
situés d'un même côté de cette droite, trouver sur AB un point X 
tel que NX — MX soit maximum ; 

2° Trouver un autre point X 4 répondant à la même condition, 
mais étant donné que M et N se trouvent de part et d'autre de AB ; 

3° Démontrer que de tous les triangles équivalents ayant la 
même base le triangle isocèle a le plus petit périmètre. 

444. Dans un angle donné ABC, inscrire un triangle du 
moindre périmètre dont un des sommets soit en un point donné M 
situé à l'intérieur de l'angle. 
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Les côtés qui comprennent l'angle M doivent former avec les côtés 
AB et BC des angles égaux entre eux (II, 435). 

445. Étant donnés deux points A et B et une droite CD, trou- 
ver sur cette dernière un point X tel que la différence entre les 
angles AXC et BXD soit donnée (1. g. V). 

446. Trouver le point X (voir 445), connaissant la différence 
entre les angles BAX et ABX. 

447. Construire un losange dont une diagonale soit donnée en 
tant que longueur et position et dont la deuxième diagonale s'ap- 
puie sur deux circonférences données. 

448. Étant données deux droites MN et AB qui se coupent en 
un point C, trouver sur MN un point d'où les segments de 
droite AC et CB soient vus sous des angles égaux (deux cas). 

449. Décrire un cercle tangent en un point déterminé M à 
une droite donnée AB et formant avec un cercle donné O un angle 
donné m. 

Remplaçons le cercle par un cercle symétrique passant par le 
point M et dont la tangente au point M forme avec AB l'angle donné m. 
Le centre cherché se trouvera à l'intersection de Taxe de symétrie et 
d'une certaine droite connue. 

450. Ktant donnés deux cercles, trouver, sur une tangente 
commune intérieure, un point tel que la somme des angles for- 
més par cette tangente avec les deux tangentes menées du 
même point aux cercles donnés soit donnée (II, 217). 

451. Ktant donnés une droite MN et deux points A et B situés 
d'un même côté de cette droite, trouver, sur MN, un point X tel 
que l'angle MXA soit égal à l'angle AXB. 

452. Construire un quadrilatère ABCD, connaissant ses côtés 
et sachant que la diagonale AC est la bissectrice de l'angle A. 

Sur AD égal à l'un des côtés donnés, prenons B', tel que le segment 
AB' soit égal à un autre côté donné AB. Sur B'D construisons un triangle 
B CD, dont le côté B'G soit égal au troisième et le côté CD au quatrième 
côté du quadrilatère. Il ne reste plus qu'à trouver le point B symétrique 
du point B' par rapport à la droite AC. Le quadrilatère ABCD est le 
quadrilatère cherché (*). 

( l ) Voir, en outre, les n" 105, 106, 122, 123 et 138 du chapitre IV. 
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453. Construire un triangle, connaissant un côté, l'angle adja- 
cent à ce côté et la somme des deux autres côtés. 

454. Construire un parallélogramme de périmètre donné, con- 
naissant une diagonale et l'angle que fait cette diagonale avec 
l'un des côtés. 

455. Construire un trapèze ABCD, connaissant BD, ^L BDC, 
AB -f- AD et BC — CD (II, 437 et 453). 

456. 1° Trouver sur la base d'un triangle donné un point tel 
que la somme ou la différence des distances de ce point aux côtés 
du triangle soit égale à une longueur donnée ; 

2° Trouver la somme des perpendiculaires abaissées d'un point 
pris à l'intérieur d'un triangle équilatéral sur les côtés de ce 
triangle. 

457. Trouver le lieu géométrique des points dont la somme 
(ou la différence) des distances à deux droites données soit donnée. 

En utilisant le problème II, 456, 1°, on trouve que le lieu cherché se 
compose des quatre côtés d'un rectangle. Les prolongements des côtés 
du rectangle sont les lieux géométriques des différences. 

458. Sur une droite donnée MN, trouver un point tel que la 
somme (ou la différence) des distances de ce point aux côtés d'un 
angle donné ABC soit donné. 

459. Construire un triangle ABC, connaissant A,h a et 2/> 

[fig. 69). 

A 




On développe la ligne brisée ABGA pour former une droite EBCF; on 
peut alors déterminer l'angle FÀE et utiliser le problème II, 177. 

460. Construire un triangle, connaissant B,A a et 2p (II, 437). 

461. 1° Étant donnés deux points A et B situés sur une circon- 
férence donnée, trouver sur la même circonférence un point X tel 
que la somme AX + BX soit égale à une longueur donnée ; 
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2° Partager un arc donné en deux arcs, 9e telle façon que la 
somme des deux cordes qui sous-tendent ces arcs soit maximum. 

462. 1° Construire un parallélogramme, connaissant son péri- 
mètre, un angle et une diagonale (II, 461) ; 

2° Construire un losange, connaissant son périmètre et la diffé- 
rence des diagonales (II, 438). 

463. Trouver sur une circonférence donnée un point tel que la 
somme des distances de ce point à deux droites données soit 
égale à une longueur donnée. 

464. Trouver sur une circonférence donnée un point tel que la 
somme des distances de ce point à deux droites données soit 
maximum. 

465. Inscrire un trapèze dans un cercle donné, connaissant la 
différence des côtés parallèles et la distance entre ces mêmes côtés . 

466. Construire un triangle ABC, connaissant A, BC — AB et 
BD -f- DC, dans lequel BD est la hauteur issue du sommet de 
l'angle B. 

Supposons le problème résolu. Soit ABC le triangle cherché. Sur le 
côté GA ou son prolongement, prenons CE = CD + DB et joignons E 
à B. Sur le prolongement du côté BA, prenons AF = BC — AB. 

Menons par le point F une parallèle àEG et soit H le point d'intersec- 
tion de cette droite avec le prolongement de BE. Joignons H à G et 
traçons EG parallèle à BF. Soit G le point d'intersection de cette droite 
avec HF. Du point E comme centre, avec EG comme rayon, décrivons 
un arc de cercle qui coupe HC en K. Il est facile de démontrer que EK 
est parallèle à BG. 

Faisons maintenant la construction : traçons, comme nous l'avons 
indiqué, CE = CD + DB, AF =z BG — BA, FH, EH, HG, EG, EK ; menons 
par le point G une droite CB parallèle à KE, par le point B une 
droite BA parallèle à EG, et nous trouverons le triangle cherché ABC. 

467. Etant donnés un angle ABC et un point D, trouver sur le 
côté AB un point tel que la somme ou la différence des distances 
de ce point au côté BC et au point D soit donnée (II, 346). 

468. Construire un triangle ABC, connaissant l'angle B, le 
côté BC et la différence entre le côté AC et la perpendiculaire AD 
abaissée du sommet A sur le côté opposé. 
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Soient BAC le triangle cherché et AD la hauteur relative au côté BC. 
Prolongeons AD et prenons DE égal à la différence donnée. Menons par 
E une parallèle à BC qui rencontre le prolongement de AB en F. Joi- 
gnons F à G. D'un point quelconque G de la droite AB, abaissons 
une perpendiculaire GH sur la droite EF et, du point G comme centre, 
avec GH comme rayon, décrivons un arc de cercle qui rencontre FG 
en K. La droite GK est parallèle au côté AG. 

Pour faire la construction, on trace une droite égale au côté donné BC ; 
à une distance égale à la différence ( AG — AD), on mène une parallèle à BG. 
Au point B, on construit l'angle donné ABC et on prolonge AB jusqu'à 
sa rencontre en F avec la parallèle à BG. On mène, comme nous Pavons 
indiqué, GH et GK. Il ne reste plus qu'à mener par le point C une 
droite CA parallèle à KG. 

469. Inscrire dans un cercle donné un rectangle, connaissant 
la différence entre la base et la n me partie de la hauteur (II, 374). 

470. Construire un triangle, connaissant £, C — A, et c — a. 

Soit ABC le triangle cherché. Sur le côté AB prenons AE= AB — BC. 
Joignons E à C. Il est facile de démontrer que l'angle ACE est égal 
à la moitié de l'angle ABD, qui représente la différence entre les angles 
C et A. 

La construction est facile. 

471. Décrire un cercle tangent à deux cercles donnés de telle 
façon que les droites qui joignent le centre du cercle cherché aux 
centres des cercles donnés forment un angle donné (II, 438). 

472. Construire un triangle ABC, connaissant A, b etwa=hc=5, 
où n est un nombre quelconque. 

Prenons ABBj =s et déterminons le point B (1. g. XII). 

473. Construire un triangle isocèle, connaissant la base a et la 
somme des côtés égaux et de la hauteur h a . 

474. Construire un triangle, connaissant £, h a et a ± c (II, 93). 

475. Construire un triangle, connaissant h a '. à : (a -\- c) et R. 

476. Inscrire dans un triangle donné un rectangle de périmètre 
donné. 
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477. Dans un triangle donné, inscrire un paralléllogramme 
dont on connaît le périmètre et un angle. 

478. Inscrire dans un secteur donné un rectangle tel que la 
différence entre la base et la hauteur soit égale à une longueur 
donnée, et qu'un de ses côtés soit situé sur l'un des rayons du 
secteur (II, 477 ou 399). 

479. Construire un triangle, connaissant un côté, la somme 
d'un deuxième côté et de la médiane relative à celui-ci, et Pangle 
formé par ce côté et cette médiane (II, 440) ( 4 ). 

480. Construire un triangle, connaissant A, nit, et b -f- c. 

481. Inscrire dans un cercle donné un triangle isocèle, con- 
naissant la somme de sa base et de sa hauteur. 

482. Inscrire dans un cercle donné un rectangle, connaissant 
la différence entre le périmètre et un des côtés. 

483. Construire un triangle, connaissant A, b -f- c et a +c. 

484. Inscrire dans un segment donné un rectangle de périmètre 
donné. 

485. Construire un triangle isocèle, connaissant la base et le 
périmètre. 

486. Inscrire dans un segment donné un rectangle, connaissant 
la différence entre le périmètre et un des côtés. 

487. Construire un triangle isocèle ABC (les côtés égaux sont 
AB et BC) tel que tous les rectangles inscrits et ayant deux 
sommets sur le côté AC aient le même périmètre. 



METHODE DE TRANSLATION 



La construction d'une ligure est souvent difficile à faire à 
cause de Téloignement des différents éléments de cette figure. 
Dans ce cas, on déplace un des éléments, soit parallèlement à lui- 
même, soit autrement, mais de façon à ce que la nouvelle figure 
puisse être construite directement, ou au moins plus facilement 



(!) Au lieu de la médiane, on peut donner une droite qui partage le côté 
dans un rapport donné. 
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que la figure primitivement demandée. Le mode de déplacement 
dépend des conditions du problème et doit être choisi de telle 
manière que la nouvelle figure contienne un plus grand nombre de 
données. 

La figure auxiliaire une fois construite, on fait le déplacement 
en sens inverse, et Ton obtient la figure demandée. 



488. Etant donnés trois points A, B et C, mener par le point A 
et entre les points B et C une droite telle que la somme des dis- 
tances des points B et C à cette droite soit égale à une longueur 
donnée s (fig. 70). 




Supposons le problème résolu. Soit AF la droite demandée ; nous 
avons alors CE + I)B = s. Dé- 
plaçons le segment DB paral- 
lèlement à lui-même en EG. 
La droite CEG est égale à la 
somme CE + DB =z s, et le 
point G se trouve sur la cir- 
conférence décrite du point 
C comme centre, avec CG 
comme rayon. D'autre part, 
l'angle GGB étant droit, le 
point G se trouve sur une 
circonférence décrite sur CB comme diamètre. 

La construction est très facile : du point C comme centre et avec CG 
~s comme rayon, on décrit une circonférence. Du milieu de la droite 
CB comme centre, avec la moitié de CB comme rayon, on décrit une 
autre circonférence. On joint le point d'intersection G des deux circon- 
férences au point C, et on abaisse une perpendiculaire AE sur CG. 

Il va sans dire que la solution reste la même, si on fait permuter les 
points B et C. Pour que la solution soit possible, il faut que BC soit 
plus grande que s ou égale à s, sans quoi les deux circonférences ne se 
coupent pas, et le point G n'existe pas. 

De même le point A doit se trouver ou entre les parallèles BG et CJ, 
ou sur l'une de ces parallèles. Dans ce dernier cas, la droite cherchée 
coïncidera avec Tune d'elles. 
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489. Construire un quadrilatère, connaissant ses angles et 
deux côtés opposés {fig, 71). 

Supposons le problème résolu. Soit ABGD le quadrilatère cherché ; 
soient BG et AD les deux côtés connus. Transportons le côté BC parallè- 

lement à lui-même en AE, et nous ob- 
F y\ tiendrons ainsi un triangle AED facile 

\ /^ \\ à construire, parce qu'on en connaît 

\ yS \ \ les côtés AD et AE et l'angle 

B f \ \ y <k EAD = BAD — FBG 

x' \ compris entre ces côtés (I, 19). 

y y \ \ Pour faire la construction, il faut 

/' ^ A donc tout d'abord construire le triangle 

^ D AED, puis tracer le côté AB, ensuite 

** Ficr 7| une droite EC qui lui soit parallèle, et 

du point D tracer le côté DG. La ren- 
contre de EG et de DG nous donne le point G, après quoi il ne reste 
plus qu'à mener GB parallèle à EA. 

Si les côtés donnés sont inégaux, le problème n'est possible que 
lorsque la somme des angles A et D n'est pas égale à deux droits. Dans 
le cas contraire, le triangle EGD ne peut pas être construit, et le pro- 
blème devient indéterminé. 

490. Étant données deux circonférences O et 4 et une droite AB, 
tracer une parallèle à AB sur laquelle les deux circonférences 
interceptent deux cordes dont la somme soit égale à une lon- 
gueur donnée s [fig. 72). 

Soit CF, parallèle à AB, la sécante demandée et CD + EF = s. 
Transportons le cercle 0| en 2 de façon que CJ soit égal à s. Abais- 
sons les perpendiculaires OG et 2 L surCF, et nous remarquerons que 

GD = 5 CD, DL=|dJ et, par conséquent, GD + DL =| (CD +DJ) =| s. 

Pour faire la construction, il faut mener OG perpendiculaire à AB et 
4 M perpendiculaire à OG ; du pied M de cette perpendiculaire 

\ 

prendre M0 2 = - s, du point 2 comme centre, avec le rayon du 

cercle K décrire un cercle et, par le point d'intersection D des cercles 
et 2 , mener une droite GF, qui sera la sécante demandée. 
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Le problème comporte deux solutions, lorsque les cercles et O a se 
coupent ; il a une solution lorsqu'ils sont tangents. Enfin le problème 
n'a pas de solution si les deux cercles ne se coupent pas. En dési- 




Fig. 72. 

gnant par R, R' et a, successivement, les rayons des cercles et 4 
et la droite OM, nous pouvons dire que le problème peut être résolu 



lorsque R + R' > y a 2 + (ff- 



Déplacement des côtés d'an triangle {fig. 73) 



491. Prenons un triangle quelconque ABC, menons BD paral- 
lèle et égale à CA, prolongeons BA et prenons sur le prolonge- 
ment AE — AB. Les points C, D et E déterminent un nouveau 
triangle qui jouit des propriétés 
suivantes : 

1° Les côtés du triangle EDC 
sont deux fais plus grands que 
les médianes du triangle ABC ; 
2° Vaire du triangle EDC est 
trois fois celle du triangle ABC ; 
3° deux des hauteurs de chacun 
des triangles ADE, AEC et ADC 
qui composent le triangle EDC, 

sont égales à deux hauteurs du triangle ABC ; 4° les angles au point S: 
sont égaux aux angles intérieurs ou extérieurs du triangle ABC ; 
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Fig. 73. 
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5° les angles formés par les médianes du triangle ABC sont égaux 
aux angles du triangle EDC ; 6° AD, AC et EO sont les médianes 
du triangle EDC (I, 61). 

Ces propriétés peuvent être utilisées lorsque, ayant à construire 
un triangle ABC, nous pouvons plus facilement tracer soit le 
triangle EDC, soit Tun des trois triangles qui le composent. Si 
nous connaissons en outre la position d'un des sommets du 
triangle ABC, nous pouvons retransporter les sommets E, D et C 
et obtenir le triangle cherché ABC. 

Déplacement des côtés d'un quadrilatère {fig. 74) 

492. Prenons un quadrilatère quelconque ABCD et transpor- 
tons parallèlement à eux-mêmes AB en CB 4 et AD en CD,. Nous 
obtiendrons ainsi quatre points B,B 4 ,D, D,, quiformentun paral- 
lélogramme jouissant des propriétés suivantes : 

1° Les angles au point C sont égaux aux angles du quadrilatère 

primitif; 2° les côtés et un des angles 
/i\ du parallélogramme BB,D 4 D sont 

/ j %v *\ égaux aux diagonales du quadrila- 

..">D tàre ABCD et à Vun des angles for- 
/ mes par ces diagonales ; 3° la surface 

du parallélogramme est deux fois 
plus grande que celle du quadrilatère 
ABCD ; 4° les diagonales du paral- 
lélogramme sont deux foùt plus 
grandes que les droites joignant les 
Fig. 74. milieux des côtés opposés du qua- 

drilatère ABCD ; 5° les droites qui 
joignent le point C aux sommets du parallélogramme sont égales 
aux côtés du quadrilatère ABCD ; 6° pour certains quadrilatères 
{lesquels?), la ligne brisée BCD, se transforme en une droite. 

Un grand nombre de problèmes peuvent être résolus par la 
construction d'un parallélogramme auxiliaire; après quoi, connais- 
sant le point C, on détermine le quadrilatère demandé. 
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Exercices sur la translation 

493. Étant donnés trois points A, B et C, mener par A une 
droite telle que la différence des distances des points B et C à 
cette droite soit donnée : 1« lorsque les points B et C doivent être 
situés d'un même côté de la droite cherchée ; 2° lorsque la droite 
doit passer entre les points B etC. 

494. Mener une droite de longueur et de direction déterminées 
telle qu'une de ses extrémités soit sur une circonférence et l'autre 
sur une droite données. 

495. Mener dans un cercle donné un diamètre tel que la pro- 
jection d'une corde donnée sur ce diamètre soit égale à une lon- 
gueur donnée. 

496. Étant donnés deux points A et B situés sur une circonfé- 
rence, mener par ces points deux cordes dont la différence soit 
donnée. 

497. Étant données trois parallèles AB, CD et EF et un point M, 
mener par ce point une sécante telle que la différence des seg- 
ments compris entre les parallèles soit donnée (II, 3). 

498. Étant données trois droites non parallèles et un point M, 
mener par ce dernier une sécante telle que la différence des seg- 
ments déterminés sur elle par les droites soit donnée (II, 167). 

499. Étant donnés deux parallèles AB et CD, une sécante EF 

et un point M, mener une nouvelle sécante MXYZ (X, Y et Z sont 

les points d'intersection de cette sécante avec les droites EF, AB 

MX 
et CD), telle que le rapport -yj soit donné. 

Transportons AB parallèlement à elle-même et de telle façon qu'elle 
passe par le point X ; du point M abaissons une perpendiculaire sur 
cette droite. 

500. Construire un quadrilatère, connaissant trois côtés et deux 
► angles adjacents au quatrième côté. 

501. Construire un trapèze, connaissant ses quatre côtés 

(1,17). . . 
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502. Mener une droite de longueur et de direction déterminées 
de façon que ses extrémités soient sur deux circonférences données. 

503* Construire un quadrilatère, connaissant ses quatre côtés 
et l'angle formé par deux côtés opposés (c'est la généralisation 
du problème 501) ; 2° construire un quadrilatère, connaissant ses 
diagonales, deux côtés opposés et l'angle formé par ces côtés. 

504. D'un navire on voit, sous un certain angle, deux phares 
dont la position est connue ; le navire s'étant déplacé d'une lon- 
gueur connue dans une certaine direction, on voit les phares sous 
un autre angle. Déterminer l'emplacement primitif du navire 
(1. g. V; II, 302). 

505. Construire un trapèze ABCD, connaissant CD, un angle 
compris entre les diagonales, la distance entre les côtés parallèles 
et la droite qui joint les milieux des côtés non parallèles. 

506. Étant donnés un point A et deux couples de parallèles, 
mener par A une sécante telle que des segments compris entre 
les parallèles soient égaux entre eux ou dans un rapport donné. 

507. Étant donnés cinq points, mener par le premier une droite 
telle que la somme des distances des points 2 et 3 à la ligne en 
question excède d'une longueur donnée la somme des distances 
des points 4 et 5 à la même droite (tous les 4 points doivent être 
d'un même côté de la droite cherchée) . 

508. Étant donnés deux points A et B et deux parallèles MN 
et PQ passant entre ces points, mener dans une direction déter- 
minée une sécante qui coupe les parallèles aux points C et D tels 
que la somme AC + CD + DB soit minimum. 

509. Étant données une circonférence et deux cordes AB 
et CD, trouver sur la circonférence un point X tel que les droites 
AX et BX déterminent sur la corde CD un segment de longueur 
donnée. 

510. Étant donnés un point A et deux circonférences O et 4 , 
mener par A une sécante sur laquelle les circonférences inter- 
ceptent deux cordes égales. 

511. Étant donnés deux parallèles et deux points A et B, 
mener par A une sécante AXY telle que l'angle XBY soit de- 
grandeur donnée. 

512. Étant donnés deux angles BAC et DEF, mener une 
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droite de direction déterminée de façon à ce que les segments com- 
pris entre les côtés des angles soient dans un rapport donné. 

513. Étant donnés deux angles, mener une sécante de direc- 
tion déterminée de telle façon que la somme (ou la différence) des 
segments compris entre les côtés des angles soit donnée. 

514. Entre les côtés d'un triangle donné ABC, mener une droite 

AD 

de longueur donnée DE, telle que le rapport p-jj soit donné. 

515. Construire un trapèze ABCD, connaissant les diagonales 
et les côtés non parallèles (II, 516). 

516. Étant donnés quatre cercles concentriques, mener une 
sécante de façon que le segment compris entre la première et la 
deuxième circonférence soit égal au segment compris entre la 
troisième et la quatrième. 

517. Étant données deux cordes CD et AB d'un cercle O et un 
point E sur CD, trouver sur la circonférence O un point X tel 
que les droites AX et BX ou leurs prolongements déterminent 
sur CD ou ses prolongements deux segments EY etEZ qui soient 
dans un rapport donné. 

518. Construire un triangle ABC, connaissant l'angle B et les 
médianes AE et CD. 

519. Étant donnés deux points A et B et deux cercles O et 41 
mener deux rayons parallèles OX et O^Y tels que les angles 
XAO et YBOj soient égaux entre eux {fig, 80). 

520. Dans les cercles O et 4 mener deux rayons parallèles 
OX et OjY tels qu'ils soient vus d'un point donné A sous des angles 
égaux. 

Exercices sur le transport des côtés d'un triangle (II, 491) 

Construire un triangle, connaissant : 

521. m a , m b et ^L (m a , %). 

522. m a , m b , m c (triangle DEC, EA =2AO). 

523. h 9 , K, m b (II, 189). 

524. m b , m CJ h a [dans le triangle DEC sont connus les côtés ED 
et DC ; on détermine ensuite la direction de la droite BC (II, 76) 
et la droite AD], 
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525. h a , h b , m t: (triangle DAC, II, 189). 

526. m a , m e , ^i(m b , a). 

527. h a , h b , m a (triangle EBC ; sont connus EC et la distance 
du point E aux droites CB et AC ; voir aussi II, 402). 

528. A, m a , h a (triangle EAC ; 1. g. V ; I, 61). 

529. m a , h a , ^ (II, 401). 

530. a, h a et ^ (m b ,c). 

531. A, h a et m b (déterminer l'angle DE A du triangle EDA ; 
appliquer ensuite les lieux géométriques III et V). 

532. A a , h b et^ (£>, tn a ). — Déterminer E dans l'angle connu, 
ECA et ensuite le triangle EAC (II, 76). 

533. ^ (m aj m b ), ^l (m a , m c ) et A (ADEC, méthode de symé- 
trie). 

534. A, a : b : m c (méthode de symétrie). 

535. B, m a et m c (AEDO, méthode de symétrie, 1. g. XII). 

536. m a , m e , A (II, 261, AEDC). 

Exercices sur les déplacements des côtés d'un quadrilatère 

537. Construire un quadrilatère, connaissant ses diagonales, 
l'angle formé par les diagonales et deux côtés quelconques. 

538. Construire un quadrilatère, connaissant sa surface, l'angle 
formé par les diagonales, le rapport des droites joignant les 
milieux des côtés opposés et deux angles quelconques. 

(II, 180 et 349; pour déterminer le point C se servir du lieu géomé- 
trique V.) 

539. Construire un quadrilatère, connaissant ses côtés et la 
la longueur de la droite qui joint les milieux de deux côtés 
opposés. 

Construisons d'abord un triangle DjCB (flg. 74), partageons D<B en 
deux parties égales, appliquons IV, 36, et déplaçons. 

540. Construire un quadrilatère, connaissant les diagonales, 

Digitized by VjOOQIC 



CONSTRUCTION DES FIGURES GÉOMÉTRIQUES 103 

une droite qui joint les milieux de deux côtés opposés et deux 
angles opposés. 

541. Construire un trapèze, connaissant ses diagonales, l'angle 
formé par les diagonales et un côté. 

542. Construire un quadrilatère inscriptible, connaissant les 
droites joignant les milieux des côtés opposés, l'angle formé par 
les diagonales et un autre angle compris entre une diagonale et 
un des côtés. 

Les angles BCA et BDA étant égaux, l'angle BGD 4 (fig. 74) est connu. 

543. Construire un quadrilatère, connaissant ses diagonales, 
un angle, une droite joignant les milieux de deux côtés opposés et 
la somme (ou la différence) des carrés de deux de ses côtés (pour 
trouver C se servir des lieux géométriques V, X et XI). 

544. Construire un trapèze, connaissant les diagonales et les 
côtés parallèles. 

545. Construire un quadrilatère, connaissant deux côtés oppo- 
sés, l'angle compris entre eux, le rapport des diagonales et l'angle 
compris entre elles (triangle D t CB; lieux géométriques XII et V). 

546. Construire un quadrilatère, connaissant sa surface, le 
rapport entre deux côtés consécutifs et l'angle compris entre ces 
côtés, le rapport des diagonales et l'angle compris entre une dia- 
gonale et un côté quelconque. 

Les angles des triangles D<CB et BB^Dj sont connus (lieux géomé- 
triques XII et V) ; il suffit donc de multiplier la figure DBBjDj et de la 
transporter. Les problèmes de ce genre peuvent être variés à l'infini. 

547. Construire un quadrilatère, connaissant sa surface, les 
droites joignant les milieux des côtés opposés et deux angles 
opposés (II, 261). 

548. Construire un trapèze, connaissant ses diagonales, l'angle 
compris entre elles et la différence de deux côtés consécutifs. 

549. Construire un quadrilatère, connaissant AB, BC et AD, 
l'angle formé par les côtés AB et CD et une droite EF qui coupe 
les côtés AB et CD dans un rapport donné. 
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Transportons BC et AD parallèlement à eux-mêmes en EG, et ED< ; 
CjDj rencontre CD en F ; on pourra donc construire le triangle EG 4 D 1 
(lieu géométrique XII, méthode de symétrie) ; on trouve ensuite les 
points C etD (lieux géométriques V et I). Au lieu du côté AB, on pourrait 

donner le rapport r==r< 

550. Construire un quadrilatère, connaissant sa surface, le 
rapport des droites joignant les milieux des côtés opposés et 
l'angle compris entre ces droites, le rapport de deux côtés opposés 
et l'angle compris entre ces côtés. 

551. Etant donnés une droite et un point E situé sur celte 
droite, construire un parallélogramme ABCD tel que les côtés 
soient de longueurs données, que la diagonale AC coïncide avec la 
droite donnée et que les sommets B et D soient à des distances 
données du point E. 

Transportons BE en AE< ; E<D est alors parallèle à EC, et le problème 
est réduit à la construction de la figure E<AED (II, 5*5). 



MÉTHODE DE ROTATION AUTOCR D'UN AXE 

Quelquefois la méthode de translation ne permet pas de faire 
coïncider deux angles égaux ou deux lignes égales. 

On peut alors avoir recours à la méthode de rotation autour 
d'un axe. 

Exemples : 

552. Construire un triangle, connaissant b, c et B — C 

K (fa 76). 

Supposons le problème résolu 
et soit BAC le triangle cherché. 
Faisons tourner ce triangle au- 
tour d'un axe perpendiculaire à 
q BC en son milieu et amenons-le en 
BA 4 C. Dans le triangle ABA< nous 
lg ' ' connaissons l'angle ABA|=B — C 

et les côtés AB = c et A'B = 6 ; il est donc facile à construire. Le triangle 
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BAA 4 étant construit, des points A et A| comme centres, avec AC = 6 
et A<C = c comme rayons, nous décrivons deux arcs de cercle, dont les 
intersections en B et en C déterminent les sommets du triangle cherché. 
Le problème a toujours une solution. 

553. Construire un triangle, connaissant a, h a et B — C 
(fiff. 76)'. 

Amenons le triangle BAC en BA 4 C ; faisons tourner le triangle ACA, 
autour de l'axe AA< et amenons-le en AA^K. On voit que KC == 2h a et 
que KCB =90° ; le triangle rectangle KCB est donc facile à construire. 
Il suffit ensuite de construire sur l'hypoténuse BK un segment capable 
de l'angle BAK égal à 180° — (B — G) et d'élever une perpendiculaire 
à CK en son milieu. Le point d'intersection A de l'arc du segment et 
de la perpendiculaire est le troisième sommet du triangle cherché. 

Le problème a toujours une solution. 

Exercices 



554. Construire un triangle, connaissant a, B — C et b 2 — c 2 . 

555. Étant donnés un triangle ABC et un point D situé sur BC, 
inscrire dans ce triangle une demi-circonférence de telle façon 
qu'elle soit tangente à BC en D et que les extrémités E, F du 
diamètre soient situées sur les côtés AB et AC (II, 386). 

556. Construire un triangle, connaissant a -|- c, A — C et la 
différence des segments déterminés sur le côté AC par la hauteur 
relative à ce côté (II, 461) (•). 

557. Construire un quadrilatère ABCD, connaissant AC, bis- 
sectrice de l'angle A, AD — AB, DC et BC. 

558. Construire un triangle ABC, connaissant bc, B — C et h a 
(ftg. 76). 

La surface du triangle est connue. On peut donc déterminer sa 
base (II, 288 et 261). 

559. Construire un triangle ABC, connaissant^, R et B — C 
(1,68). 

C 

( l ) Au lieu de a 4- c on peut donner a — c, -? a 2 ± c ! , etc. 

a 
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560. Étant donnés un point A, une longueur MN et un point E 
situé sur cette dernière, mener deux droites AB et AC (les points 
B et C doivent se trouver sur MN), de telle façon que l'angle BAC 
soit de grandeur donnée et que le milieu de BC se trouve en E 
(II, 553). 

561. Construire un triangle, connaissant A, m a et b ± c. 

562. Construire un triangle, connaissant ac, rrtb et A — C. 

563. Construire un triangle,. connaissant A, h a et m a (fig. 76). 
534. Construire un triangle, connaissant m b , A — C et la dif- 
férence des segments déterminés sur la base par la hauteur BD. . 

585. Construire un triangle, connaissant la hauteur BD, 
A— Cet AD - DC. 

566. Construire un triangle, connaissant une médiane BE, un 

angle BEC et a ± c (ou Tune des données suivantes : ac, — » 

fl*±C 2 ). 

567. Etant données deux circonférences et 4 , mener par 
et 4 une troisième circonférence qui coupe les deux premières 
en deux points A et B situés d'un même côté (ou de part et d'autre) 
de la ligne des centres 00^ et tels que la différence des angles 
A00< et B0,0 soit donnée. 

568. Construire un quadrilatère ABCD, connaissant AB, AD, 
D — B et ^BCA, de façon à ce que la diagonale AC soit la bis- 
sectrice de l'angle A. 

. Faisons tourner te triangle ADC autour de AC ; D tombe sur AB et 
l'on trouve G (1. g. V). 

569. Construire un triangle ABC, connaissant 6, h h et 
B+A-C. 

Transportons BC en BC< en le faisant tourner autour de ht, ; cons- 
truisons CjBC. Au lieu de ht, on peut donner la surface, r, R, etc. 



METHODE DE ROTATION AUTOUR D UN POINT 

Supposons une portion de droite AB et un point O (fig. 77) ; 
multiplions AB par n par rapport au point O. Soit A,B 4 la portion 
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de droite qui en résulte ("7^7 = *»)• Transportons le triangle 

AjOB, en A 2 OB 2 , de façon à ce 

que l'angle A,OA 2 soit égal à un 

angle donné <p. On dit alors que 

A 2 B 2 est la portion de droite AB 

multipliée par n par rapport au 

point O et déplacée par rotation 

autour du point O, qui est appelé 

le centre de rotation. Un point Fig. 77. 

quelconque C de la droite AB se 

transporte en C 2 ; ces deux points portent le nom de points èor- 

respondants. 

Si Ton sait que AB s'est déplacée par multiplication et rotation 
en A 2 B 2 , on peut trouver le centre de la rotation. En effet les 
angles AOA 2 et BOB 2 étant égaux à un angle ©, il suffit de cons- 
truire sur les droites AA 2 et BB 2 deux segments capables de 
l'angle <p, et leur intersection donnera le point O. 

Cette considération permet de résoudre les problèmes sur la 
rotation lorsque le centre de la rotation n'est pas donné. 

Les problèmes de ce genre peuvent être réunis en trois groupes. 

Premier groupe. — La rotation autour d'un point revêt le 
même caractère que la translation, c'est-à-dire qu'elle permet de 
rapprocher les éléments de la figure de façon à faciliter la cons- 
truction, introduit dans le dessin un ou plusieurs éléments nou- 
veaux, fait coïncider des angles ou des lignes et, en général, fait 
remplacer un problème par un autre plus facile à résoudre. 
Dans les problèmes de ce groupe, le centre de rotation est donné 
directement. — Exemples : 

570. Étant donnés deux cercles O et O, qui se coupent, mener 
par l'un des points d'intersection A une sécante BAC telle que la 
différence BA — AC soit égale à une longueur donnée a. 

Pour introduire dans le dessin (fig. 78) la différence BC — AC, faisons 
tourner le cercle i autour du point A et amenons-le à la position 2 ; 
la corde AC prendra alors la direction de la corde AB et le point C 
tombera en J. Menons OD perpendiculaire à AB et 2 F perpendiculaire 
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X AT *T 1 TM. AB AJ AB — 

à AJ. Nous aurons alors DF = — — — = — 



- ?=£• Soit0 2 G 



parallèle à FD; dans ce cas, 2 G = DF = -? et, connaissant l'hypoté- 
nuse (00 2 ) et un côté (0 2 G), nous pouvons construire le triangle OG0 2 
et déterminer ainsi la direction de la droite OD ou de la droite 2 G. 




Fig. 78. 



Pour faire la construction prolongeons 0<A, prenons sur le prolon- 
gement A0 2 = AQ| ; sur 00 2 comme diamètre, décrivons un cercle, et 

du point 2 comme centre, avec - comme rayon, décrivons un autre 

cercle, qui rencontre le précédent en G et H. La sécante à déterminer 
est BAC, perpendiculaire à OG. En effet les triangles rectangles AF0 2 
et AEOj étant égaux, AF = AE ; d'autre part, les cordes ÀJ et AC, 
situées dans deux cercles égaux et se trouvant à égale distance des 
centres, sont égales entre elles ; d'où AB — AC = AB — AJ = 

a 



2 f- 2 f =2(AD 



: a. 



AF) = 2DF = 20 2 G = 2-: 

Le problème ne comporte de solution que lorsque 2 G .< 00 2 , d'où 

a ^ 200 2 . Si - = 00 2 , les cordes cherchées seront parallèles à 00 2 . 

Le problème, dans ce cas, a une seule solution, si toutefois l'angle 00 2 Oi 
est plus grand qu'un droit. Si 00 2 0< = 90°, la corde AC devient nulle, 
et, pour que le problème ait une solution, il faut, en outre, la condition 
suivante : 00 2 2 = R 2 — r 2 , où R et r sont les rayons des cercles et 4 . 
Enfin, si 00 2 < < 90°, la différence des cordes est remplacée par leur 
somme. 
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571. Étant donnés deux cercles O et 4 et un point A, mener 
par le point A des sécantes 
ABC et ADE telles que le 

rapport ^ et l'angle BAD 

soient donnés. 



Multiplions le cercle 0< par 

dp 

le rapport — et faisons tour- 

ner A0< de façon que les angles 
2 A04 et BAL soient égaux 
entre eux (fig. 79). La corde 
DE se transforme alors en HG, 
qui coïncide en tant que di- 
rection avec la corde BC. 

dun° 510. 




Fig. 79. 
GH, et le problème est réduit à celui 



572. Étant donnés deux points D et B et deux cercles et o 
mener des rayons 4 Y et OZ tels que l'angle formé par eux soit égal 




Fig. 80. 

à un angle donné y et que les angles ZDO et YB0 4 sous lesquels 
ils sont vus des points D et B soient égaux entre eux {fig. 80). 
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Faisons tourner l'angle DZO autour du point de l'angle ? y afin qu'il 
se place en AXO; on voit que OX devient parallèle à 0<Y. Le problème 
se réduit à celui du n° 519. 



573. Construire un quadrilatère inscriptible connaissant ses 
quatre côtés. 

Soit ABGD la figure cherchée. 

AD 

Multiplions le triangle ABC par le rapport — et faisons-le tourner 

AD 

autour du point A de telle façon que le côté AB, multiplié par — devenu 

Ad 

par conséquent égal à AD, coïncide avec cette droite. Le quadrilatère 

étant inscriptible, les angles ABC et GDA sont supplémentaires, et, par 

AD 
conséquent, le côté BG, multiplié par — ? est le prolongement de CD. 

Ad 

AD 
Admettons que le côté BG multiplié par — tombe en DCj. Joignant 

les points A et C nous obtenons un triangle ACCj facile à construire 
(lieux géométriques XII et I); ce triangle étant construit, nous réduisons 
le problème à celui du n° 92, chapitre II). 

574. Construire un quadrilatère ABCD, connaissant ses côtés 
et la somme (ou la différence) de deux angles opposés. 

575. Inscrire dans un cercle donné un quadrilatère ABCD 
lorsqu'on connaît AB, CD, et BC + AD. 

Déplaçons les segments de cercle BG et CD (II, 461). Au lieu de la 
somme de deux côtés, on peut donner la différence, le rapport, la 
somme ou la différence des carrés, ou le produit de ces côtés (II, 438 
et 356 ; lieux géométriques X, XII; II, 288). 

576. Construire un quadrilatère circonscriptible, connaissant 
AB, AD, B et D. 

Faisons tourner le triangle ADG de telle façon qu'il vienne en AD 1 G 4 , 
que AD< coïncide avec AB et que D<Cj soit tangente au cercle (II, 164). 

BC 

577. Construire un quadrilatère, connaissant AB, AD, p~ j B 

et D 
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Multiplions le triangle ACD par le rapport donné, faisons-le tourner 
autour du point C de façon à ce qu'il vienne en ACD. Le point A vient 
en A^ et nous obtenons un triangle AAjB facile à construire. Le point C 
peut être trouvé en appliquant le lieu géométrique XII. 

578. Étant donnés une droite, un point A situé sur cette droite 

et un cercle O, mener par le centre de ce cercle une droite qui 

rencontre la droite et la circonférence du cercle respectivement en 

AB 
B et en C, tels que le rapport -^ soit donné. 

Multiplions la portion de droite BCO de telle façon que BG devienne 
égale à AB, et faisons coïncider ces deux droites ; le centre O tombe 
quelque part en i sur la droite donnée et 4 A se trouve déterminée. 
Nous remarquons que AG est parallèle à 00<. 

579. Par le sommet B d'un triangle donné ABC, mener une 
droite telle que les perpendiculaires AD et CE abaissées sur elle 
des deux autres sommets forment les triangles ABD etCBE,dont 
les surfaces soient dans un rapport donné. 

Rf 

Multiplions le triangle ABD par le rapport — et transportons-le en 

BEjC de telle façon que A coïncide avec C et BC se place entre E et E<; 
l'angle EBE< est alors égal à B ; quant aux points B, E, E, et C, ils sont 
situés sur une certaine circonférence, et le problème se réduit à celui 
du n° 240, chapitre II. 

580. Couper deux cercles donnés par une sécante de direction 
déterminée de façon que la différence des cordes interceptées par 
les deux cercles soit donnée (II, 570). 

581. Par le point d'intersection A de deux cercles donnés,, 
mener une sécante telle que la différence des cordes multipliées 
respectivement par m et par n soit donnée. 

ïïi . . 

Multiplier l'un des cercles par le rapport — et relativement au point 

d'intersection ; appliquer la solution du problème n° 570, chapitre II. 

582. Trouver un point tel que les tangentes menées de ce 
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point à deux cercles donnés forment un angle donné et que Tune 
des tangentes soit de longueur donnée. 

Mener une tangente de longueur donnée à l'un des cercles; faire 
tourner le second cercle de façon à ce que la tangente menée à ce cercle 
de l'extrémité de la première tangente forme avec elle un angle donné. 
— Pour la construction inverse se servir du lieu géométrique VIL 

583. Étant donnés un cercle O et deux points B et C, mener un 
rayon OX de façon que la différence des angles XCO et XBO soit 
donnée (II, 584). 

584. Étant donnés deux circonférences concentriques et un 
point B, trouver sur ces circonférences deux points X et Y tels que 
la ligne YX et l'angle YBX soient donnés. 

585. Étant donnés deux cercles O et O, et deux points D et B, 
mener deux rayons OZ et O, Y de telle façon que l'angle compris 
entre eux et la différence des angles ODZ et 4 BY soient donnés. 

Voir II, 583 et ftg, 80. 

586. Étant donnés un cercle et deux points A et B, mener une 
tangente au cercle de telle façon que la distance du point A à la 
tangente et du point B à la perpendiculaire abaissée du point A sur 
la tangente soit dans un rapport donné. 

Multiplions le cercle et faisons-le tourner de 90° autour du point A. 
La tangente cherchée passe par le point B. 

587. Etant donnés deux cercles concentriques, mener un rayon 
OXY de façon à ce que le segment XY soit vu d'un point donné A 

sous un angle donné. 

AB 

588. Construire un quadrilatère ABCD, connaissant -r=y 

B — D, AC, BC et BAC — DAC. 

Faisons tourner le triangle ADG de telle façon qu'il vienne en ACD, 

AB 

multiplions-le par le rapport — et faisons-le tourner de l'angle BAC 

autour du point A. Le point D tombera alors en B, le point C en C|. 
Nous pouvons construire le triangle ACC r et ensuite C|BC. C'est un cas 
a ssez rare où Ton utilise simultanément la rotation autour d'un axe et 
celle autour d'un point. 
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Deuxième groupe. — Dans les problèmes de ce groupe, on a le 
centre de la rotation, un angle et un rapport, et on doit trouver: 
deux points correspondants situés sur deux droites, deux cir- 
conférences ou une droite et une circonférence données. 

589. Inscrire dans un parallélogramme donné ABCD un 
triangle EBF, semblable au triangle donné MNP {fig. 81). 

Soit EBF le triangle cherché. Faisons tourner la ligne BE autour du 

point B jusqu'à ce qu'elle coïncide avec BF ; le point E tombera en E<. 

NP 
Si nous multiplions BE< par le rapport — * le point E, tombera en F. 




Fig. 8t. 

Pour faire la construction, menons par le point B une droite quel- 
conque BG et une autre droite BG, qui fasse avec BG l'angle MNP. Soit 

NP 
BG 2 = BG — • Par le point G 2 menons A 2 G 2 qui fasse avec BG 2 un 

angle BG 2 A 2 égal à l'angle BGA et prolongeons cette droite jusqu'à son 
intersection avec DC en F. Il ne reste plus qu'à tracer BE formant 
avec BF l'angle MNP. En effet les triangles GBE et G,BE, ayant un côté 
égal (BG — BG.,) compris entre deux angles égaux chacun à chacun, 

sont égaux ; donc BE, = BE ; mais — = — , d'où — = ^. 

590. Inscrire dans un parallélogramme donné un triangle 
isocèle ayant l'angle au sommet donné (deux cas). 

591. Étant donnés deux cercles O et 0, et un point A, cons- 
truire un triangle semblable à un triangle donné, de telle façon 

8 
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qu'un de ses sommets soit situé au point A et les deux autres 
sur les circonférences données. 

592. Étant donnés un point A et deux portions de droite BC 
et ED en tant que direction et longueur, trouver un triangle AMN, 
de forme déterminée, de telle façon que les angles BMC et END 
soient de grandeurs données. 

593. Inscrire dans un parallélogramme donné un autre paral- 
lélogramme dont on connaît le rapport des côtés et l'angle formé 
par les diagonales. 

Il faut prendre pour le centre de la rotation le centre commun de 
tous les parallélogrammes inscrits et, par conséquent, du parallélo- 
gramme donné lui-même. 

594. Inscrire dans un rectangle donné un losange dont on 
connaît le rapport des diagonales (II, 593). 

595. Étant donnés une droite, une circonférence et un point A, 
tracer un triangle équilatéral, dont les sommets soient situés res- 
pectivement en A, sur la droite et sur la circonférence. 

596. Étant données deux circonférences qui se coupent par 
Tun des points d'intersection, mener deux cordes de rapport 
donné qui forment un angle donné. 

Multiplier une des circonférences et faire tourner de l'angle donné ; 
elle rencontrera alors la seconde circonférence au point cherché. 

Au lieu du rapport des cordes, on peut donner leur somme, leur diffé- 
rence ou leur produit. Le problème se réduit alors aux problèmes 193 
et 570 du chapitre II et 104 du chapitre IV. 

Troisième groupe. — Dans les problèmes de ce groupe, on a 
deux droites et deux points situés sur ces droites ; on cherche 
deux autres points, situés sur les mêmes lignes et répondant à 
des conditions posées. Le centre de la rotation n'est pas donné. 

597. Étant donnés deux droites AR et BQ et deux points A 
et B situés sur ces droites, tracer dans une direction donnée (') 

(i) C'est-à-dire sous un angle donné par rapport à l'une des droites. 
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AX 
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une sécante XY telle que le rapport ^y s °ft donné {fig. 82) 



Déterminons d'abord le centre de la rotation 0. Déplaçons ensuite le 
segment BY en GZ et en- 
suite en AX. De la simili- 
tude des triangles AOB et 
XOY, nous concluons que 
les angles OXY et OAB sont 
égaux; mais les angles OAB 
et AXP sont connus, donc 
l'angle AOX Test aussi. 

Pour faire la construc- 
tion, il faut prendre une 
droite AO et construire sur 
cette droite un segment capable de l'angle donné. 

Si, au lieu de la direction de la sécante XY, on a sa longueur, on cons- 
truira le triangle XOY. 




Fig. 82. 



598. Étant donnés deux circonférences et deux points A et B 
situés sur ces circonférences, mener par un troisième point donné 

C une sécante XY telle que les arcs 
AX et B Y aient même mesure {fig . 83) . 

Déterminons le centre de la rota- 
tion P et faisons tourner la circonfé- 
rence de telle façon que les points A 
et X tombent en B et Y. Les triangles APB 
etXPY sont semblables, et, pour déter- 
miner le point X, il suffit de construire 
sur la droite PC un segment capable de 
l'angle PAB. Si, au lieu du point C, 
on a la direction de la sécante XY, on 
devra mener du point P deux droites 
qui rencontrent la droite EF sous des 
Fig. 83. angles donnés. 




599. Étant donnés deux droites MN et PQ, deux points A et B 
situés sur ces lignes et un troisième point C, trouver sur MN et 
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AX ex 

PQdeux points X et Y tels que les rapports ~y et ^ soient* 
donnés. 

600. Sur deux droites concourantes on donne deux points 
A et B. Par un point P, mener une sécante qui rencontre les 
droites données en deux points X et Y tels que le rapport 

AX 

TTy soit donné (fig. 82). 

Ce problème a été proposé et résolu par le célèbre géomètre grec. 
Apollonius (m e siècle av. J.-C.) dans son traité Sur les Sections rationnelles. 

601. Étant donnés deux droites, deux points A et B situés 
sur ces droites et un point extérieur P, mener par ce point une v 
sécante PXY telle que la somme ou la différence des seg- 
ments AX et BY soit donnée. 

Prenons sur la première droite la somme donnée AD ; alors 

DX =: YB, 

et le problème se réduit au problème précédent. , 

602. Etant donnés deux points A et B situés sur deux 
circonférences déterminées, trouver sur ces mêmes circonférences 
deux points X et Y tels que les arcs AX et BY aient même 
mesure et que la portion de droite XY soit donnée (fig. 83). 

Le problème peut être proposé sous la forme suivante : construire 
un trapèze connaissant une diagonale et les deux angles opposés à cette 
diagonale, sachant que ses quatre côtés passent par quatre points doiv 
nés. 

603. Étant donnés un point C et deux droites AD et BE, trou- 
ver sur ces dernières deux points X et Y tels que le segment 
XY soit vu du point C sous un angle donné et que le rap- 
port pPy soit donné. 

En faisant tourner la figure, C se place en C< ; on détermine ainsi 
l'angle CYC 4 . 

604. Étant donnés deux circonférences qui se coupent en M et 
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en N et deux points À et B situés sur ces circonférences, mener 
par A et B une circonférence rencontrant les deux circonférences 
données en X et Y de telle façon que les arcs AX et BY aient 
même mesure. 

P, centre de la rotation. Les droites AX et BY se rencontrent sur la 
circonférence APB et la droite MN. 

605. Étant données deux droites AB et CD en longueur et 
en direction, trouver un point O tel que les triangles AOB 
et COD soient semblables et les angles en égaux. 

606. Etant données trois circonférences O,, 2 et 3 , tracer 
un triangle égal à 4 2 8 

et ayant ses trois sommets '—~?L 

sur les trois circonférences. A p^/\\ 

Déterminons un point tel / ^^jy^^^S^Pi 

que le triangle 4 2 3 en tour- / ^/^-^^^sY^^jS. xN. 

nant autour de ce point vienne y\^CL ?» ^^M^S\ Y \ 
en AEC (fig. 84). Les triangles \ ^~^H^ / 

A00, , E0 2 et C00 3 étant sem- ^ - '' ^\"*"""""'"^Z 

blables, nous avons OjO : ^ -"' 

2 : 3 0=rR 4 : R 2 : R 3 . Pour Fig. 84. 

trouver le point 0, utiliser le 

lieu géométrique XII. Le triangle AEC est maximum, lorsqu'il est égal 

à XYZ et minimum, lorsqu'il est égal à X 4 Y 4 Z 4 . 

607. Étant donnés deux points A et B situés sur deux circon- 
férences déterminées, décrire du point C comme centre une cir- 
conférence qui rencontre les circonférences données en X et Y 
tels que les arcs AX et AY aient même mesure. 

DX 

En faisant le mouvement de rotation, C passe en D et le rapport ^ 

se trouve ainsi déterminé (lieu géométrique XII). 



608. Étant donnés trois points A, B et C situés sur trois 
droites déterminées, mener une sécante XYZ {fig. 8q), de telle 
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façon que les segments AX, BY et CZ soient dans des rapports 
donnés» 

Déterminons les centres de rotation et O if de manière que CZ 




Fig. 85. 

et BY coïncident avec AX. Nous trouverons ainsi la différence des 
angles 0,XZ et OXY. 

MÉTHODE D'INVERSION 

Soient, dans un plan, une série de points A, B, C, ..., formant 
une figure F, et un point K ; si sur les droites KA, KB, KC, ..., on 
prend les points A,, B 4 , C,, ..., tels que les produits KA. KA,, 
KB. KB { , KC. KC 4 , ...» soient tous égaux à une constante A 3 , ces 
points A 4 , B 4 , C 4 , ..., forment une nouvelle figure F que Ton 
nomme inverse de la première. Le point K est Y origine, la cons- 
tante k 2 est Impuissance de l'inversion, les points A et A 4 , B et 
Bj, etc., sont les points correspondants. 

Démontrer les théorèmes suivants : 

1° La figure inverse d'une droite ne passant pas par V origine 
de Vinversion est un cercle passant par cette origine ; 

2° La figure inverse d'une droite donnée passant par l'origine est 
la droite même ; 

3° La figure inverse d'un cercle passant par t origine est une 
droite perpendiculaire au diamètre mené par l'origine; 
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4° La figure inverse dun cercle qui ne passe pas par Vorigine 
est un cercle, et l'origine coïncide avec le centre de similitude des 
deux cercles. 

Il est souvent plus facile de construire la figure inverse que la figure 
directe. Les six problèmes qui suivent peuvent servir d'exemples pour 
l'emploi de la méthode dite des figures inverses : 

609. Étant donnés deux droites AB et CD et un point K, 
mener une sécante KXY telle que KY. KX = A 3 . 

Prenons K pour l'origine et h pour la puissance de l'inversion, et 
traçons un cercle qui soit inverse de la droite AB. La sécante KXY pas- 
sera par l'origine et l'un des points d'intersection de ce cercle avec la 
droite CD. Le problème comporte deux solutions lorsque CD coupe le 
cercle ; il a une solution quand CD est tangente au cercle, et enfin il 
n'a pas de solution lorsque CD ne rencontre pas le cercle. 

610. Étant donnés deux cercles et 4 et un point K, mener 
une sécante KAB telle que KA. KB = k 2 . 

Prenons K et A respectivement pour l'origine et la puissance de l'in- 
version et traçons un cercle inverse du cercle (X,. La sécante demandée 
passe par l'origine et l'un des points d'intersection du nouveau cercle 
avec le cercle 0. 

611. Étant donnés une droite AB, un point K et un cercle 0, 
mener une sécante KXY (X sur la droite, Y sur la circonférence) 
telle que le produit KX. KY soit donné. 

Tracer un cercle inverse du cercle 0, en prenant K et KX.KY res- 
pectivement pour l'origine et la puissance de l'inversion. 

612. Dans un parallélogramme donné, en inscrire un autre 
dont on connaît la surface et l'angle compris entre les diagonales. 

613. Construire un triangle, connaissant la hauteur CD, le 
produit de CA sur CE et la différence (C — A), où E est situé 
sur AB. 

614. Trouver les rayons de deux circonférences décrites de 
deux points donnés A et B comme centres, connaissant le produit 
de ces rayons et étant donné qu 1 une tangente commune aux deux 
circonférences passe par un point donné C. 
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CHAPITRE III 
APPLICATION DE L'ALGÈBRE A LA GÉOMÉTRIE 



PROBLEMES SUR LA GEOMETRIE PLANE 

Construire les expressions ci-dessous : 

1. x = a±b, x = a -{- b — c -{- d, x = Zadz 3c( l ). 
ac {a + d)c a(c — d) 

76. X = — > OS = * ) X = 7 • 

b a b 

o n <* ( a + c ) a 4 A 5 ^ 4 /S" 

3. œ = yao, # = -r? a? = ! — S a? = %/ -r-> a? = a W — 

y2 V3 V™ V' 



ac 
c 



5. œ = ^a*±b*,œ=^ad — c*,œ=y~£ — eP, 



œ = \/4a* — 96*, a? = Vwa* — nft*. 



a6 ad 2 4/ 

6. «? = / » > ^ — / . a = > a? = \abcd, 

y# 2 — b 2 c y 4a a — 9d* 1 



x = >]a 2 dc, x : 



\A 3 --- 



7. Construire les racines de l'équation : 
x 2 -\- ax -|- b 2 =z o, 
où a, b et x sont des longueurs. 

(') Nous désignerons par x une ligne à déterminer, par a, 6, c, rf, des lignes 
données (le plus souvent des droites), et par m, n, des rapports. 



Digiti 



zedby G00gle 



APPLICATION DE L ALGEBRE A LA GEOMETRIE 
L'équation en question nous donne : 



121 






Pour construire cette expression, prenons une droite AB (fig. 86) et 
élevons au point M une perpendiculaire MN. Soit MC = b. Du point C 

comme centre, avec - comme rayon, décri- 

vons un arc de cercle qui coupe AB en E. 
Nous aurons alors : 



EM = v^EC? — CM* = i/2? _ 52. 

Si maintenant nous décrivons du point E 
comme centre et avec EM comme rayon une 
circonférence, cette dernière coupera CE en 
deux point K et L, et nous aurons: 




Fig. 86. 



8.x=a\/ï±y/Za* — d 2 , œ= ay/Z±\/ÏÔâ*, 

x = (a -f c) ± si à 1 + 3ac + c a . 

a; = .VaT+ST = y/* 1 (a 1 + ;£) • 

io. a? = y/ x flt ,a> = y/ — 



— 2<fc 2 + rf*c 
3tf 



4 /a 3 — c 3 â /a 3 — a 2 c + 2e s 

11. a? = 1/ • — î x = 1/ ! 

V « — c y cl — c 

12. Construire les racines des équations : 

x* — ic 2 x 2 — c* = o, a? 1 — 2arfa? a -f 2a V 2 = o. 



13. Démontrer que, dans tous les problèmes qui précèdent, on 
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peut considérer les lettres comme des arcs de rayons différents, 
mais de même mesure* — Dans quels problèmes, de 1 à 12, peut- 
on considérer les lettres comme des angles ? 

14. Dans un triangle donné ABC mener une droite MN paral- 
lèle à AC, de telle façon que la différence entre MB et NC soit égale 
B à une longueur donnée d (fig.Sl)* 

Désignons par x la longueur BM. Des triangles sem- 
blables MBN et ABC nous avons : 

BM _BA. 
(I) BN~BC 5 

mais BN = BC — NC =a — (x — d), et, par conséquent, le rapport ci- 
dessus se transforme en 

x c „ , c (a + d) 

. — =-» dou X = — i — ; *• 

a — (x — d) a a + c 

Pour effectuer la construction, prolongeons BC et prenons CK = d, 
et CL = c, joignons L à A, et par le point K menons KM parallèle à LA. 
De la similitude des triangles MBK et ABL nous concluons : 

MB AB 

BK ~~ BL' 
ou 



M/_ 


-AN 


A X^ 


-4C 




\ K 




\ 




N L. 


Fig. 


87. 



(a+d)-(a+cy 
d'où 

a -j- c 

Il ne reste plus qu'à mener parallèlement à AC une droite MN qui 
sera la droite cherchée; en effet : 









NC 
AM~~ 


NB 
: MB* 




ou 






NC 


a - 

""" c (a 
a 


-NC 




c (a + d) 

C "— . 

a+ c 


+ c 


ce 


qui, 


après simplification, donne 












NC a( 


c-d), 

1 _ 9 





a + c 
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d'Où 



a-\- c a+ c 



cd + ad . 

\ = a. 

a + o 



15. Inscrire un triangle dans un cercle donné, connaissant le 
milieu des trois arcs sous-tendus par les côtés du triangle {fig. 88). 

Soit ABC le triangle cherché et les 
points D, E et F les milieux des arcs 
AB, BC et AC. Pour résoudre le 
problème, il suffit de déterminer la 
longueur d'un des côtés, AB, BG ou 
AC. 

Désignons les arcs DE, EF, FD, AD, 
BE et FC respectivement par a, 6, c, 
ar, y et z. Les données du problème 
conduisent aux équations suivantes : 

x + y z=z a, y -{- z=b, x + z = c. Fi £- 88 - 

En les additionnant, nous trouvons : 

2(x + y + z)=a + b + c = 360°, 




ou 



d'où 



x = 180° — 6, 



x + y + z = 180°; 



i80°— c, 



i80° — a. 



Pour faire la construction de Tune des trois inconnues, de z par 
exemple, menons le diamètre FFj ; du point F< comme centre et avec la 
distance DE comme rayon décrivons une circonférence qui coupera 
la circonférence donnée aux points A et C qui seront deux des sommets 
du triangle cherché. Il suffit d'abaisser de A une perpendiculaire sur 
le rayon OD ou de C sur le rayon OE, et nous trouverons le troisième 
sommet B. En effet 



DE, 



ou 



FC = 180° — F,C = 180° 
D'autre part: 

AD = FD — AF = FD — (180° — DE), 



z = 180° — a. 



ou 



x =z c — (180° — a)=zc + a- 
BE = DE ■ 



180° = 360° — b — 180° = 180<> — 6 ; 
DB = DE — AD, 
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î/ = fl- (180°.— b) = a + o — 180° = 360° — c— 180° = 480° — c. 

16. Par deux points donnés A et B, mener une circonférence 
.telle que la tangente passant par le point C soit égale à une lon- 
gueur donnée, a (fig. 89). 

Pour trouver le centre de la circonférence cherchée, il suffit de 

trouver une seconde corde autre que la corde AB. Pour cela, menons 

la sécante CB et la tangente CM, et nous trouverons 

MC* 
MC 3 = CB.CK, d'où CK = -7^-j ou, désignant CK par 

a? 
x> MC par a et CB par c, x =z «— • 

Pour là construction, décrivons un demi-çercle sur 
la droite CB comme diamètre; du point C comme 
centre et avec a comme rayon, décrivons un arc de 
cercle qui coupera la demi-circonfërence au point L. Nous savons que 

CL* = BC.CK ; d'où CK = ~£, 6u x = - . 

Connaissant le point K et, par conséquent, la corde BK, nous élevons 
les perpendiculaires BO et NO des milieux des cordes BK et AB, et dé- 
terminons le centre O. 

17. Décrire une circonférence passant par deux points donnés 
A et B et tangente à une droite donnée MN (fig. 90) 

Supposons le problème résolu. Soit O la circonférence cherchée ; 
désigaons DE par x, AD par a et BD par 6. La ligue AD étant une 
sécante et la ligne DE une tangente, nous 
avons x 2 = a X b . 

Pour construire cette expression, décri- 
vons une demi-circonférence sur AD comme 
diamètre et élevons en B une perpendicu- 
laire sur AD. Nous avons DC 2 = AD.BD = a. 6, 
d'où a? = DC. Du point D décrivons une cir- 
conférence qui coupe la droite MN en E et 

en L. Élevons les perpendiculaires EO et LO,,. Leurs intersections avec 
la perpendiculaire élevée sur le milieu de la corde AB déterminent les 
centres de deux circpnférences qui satisfont aux données du problème. 
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18. Sur une droite donnée AB, à droite du point B, trouver un 
point M qui satisfasse à l'équation BM 2 = AM. AB {fig. 91). 

Soit M le point cherché; nous avons donc yr = -=rrzi et la question 
se réduit à déterminer la droite BM. Désignons BM par x et AB par a ; 



la formule ci-dessus peut donc être exprimée ainsi : — = - 



x 2 — ax — a 2 = o 



; d'où 




Pour faire la construction, menons AB égal à a; au point A élevons 

1 
une perpendiculaire à AB et, sur cette perpendiculaire, prenons AG = - a. 



L'hypoténuse GB est égale à y a 2 + (-) • Prolongeons-la, et, du point 

C comme centre et avec - comme rayon, décrivons une demi-circon- 

férence qui coupe BE aux points E et D. On voit que la racine positive 
est BE. La longueur x étant déterminée, il ne reste plus qu'à décrire, 
du point B comme centre et avec BE comme rayon, une circonférence 
qui coupe le prolongement de AB en M. 

Si nous n'avions pas spécifié que le point M doive se trouver à droite 
du point B, nous aurions pu utiliser la racine négative (— BD). Dans 
ce cas, le point donné serait en P. , 

19. Trouver sur une longueur donnée AB (fîg. 92) un point M 
tel que AM 2 -\- MB 2 = A', où h est une autre longueur donnée CD. 

Supposons le problème résolu et désignons AM par x et AB par a. 
Nous avons : x 2 + (^ — a ) 2 n= ^ 2 ; d'où 
a 2 — k 2 



x 2 — ax- 



a - 4 /a 2 — 2a 2 + n 2 a^./k 2 a 2 
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Pour que la solution soit possible, il faut : 



2-7> ' 



ou k >, =. 



Pour faire la construction, prenons CD = k, élevons une perpendi- 
culaire DF = CD, joignons C à F et soit, E le milieu de la droite CF. 

K nj? CF \[ïk k 

Nous aurons CE = — - = -— = — . 
2 2 v /§ 




NA H B M C 

Fig. 92. 




Fig. 93. 



Soit H le milieu de la droite AB. Élevons au point A une perpendi- 
culaire à AB, et, du point H comme centre et avec CE comme rayon, 
décrivons un arc de cercle qui coupe AL en G : 



Pour trouver AM ou x, il ne reste plus qu'à ajouter à cette expres- 
sion -• Une seconde racine sera obtenue en retranchant -• 



20. Mener une droite qui partage en deux parties égales la 
surface et le périmètre d'un triangle donné ABC (fig. 94). 

Soit MN la droite qui partage la surface et le périmètre du triangle ABC 

en deux portions égales, de sorte que 

MBN — i ABC et 



^Jï 




MB + BN = MA + AC + CN. 

Pour déterminer MN, il suffit de connaître 
BM et BN ; désignons BM par x et BN 
par y. 
Nous savons que les surfaces de deux triangles qui ont un angle 
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égal se rapportent comme les produits des côtés qui comprennent l'angle 
égal. Donc r==r= =z — ; mais, comme ABC=2MBN, nous avons ac=2xy. 

D autre part : x + y = — — = p. 

Ces deux équations nous donnent 



ac 



X ~2 ± V4 2 
p . /p* ac 



Les racines sont réelles quand *-r > — ; les valeurs de x et de y sont 



toujours positives, ^ étant plus grand que y ^ ~- 



Pour faire la construction, prolongeons le côté CB et prenons 

BD = - ; sur DG comme diamètre, décrivons une demi-circonférence 

et élevons en B une perpendiculaire à DG. Nous aurons alors BH 2 = 

BD.BC = — • Du point H comme centre, avec j- comme rayon, décri- 
ai 2 

vons un arc de cercle qui coupe DG au point K. Le triangle rec- 
tangle BHKnous donne : BK^KH 2 — BH* = y (f Y— T' Enfin > P our 
trouver x, il faut ajouter cette racine à |p et, pour trouver y, il faut la 

retrancher de ~i ou vice versa. Nous voyons que x = *■ + y *~ - 

= BNet 



y=i-Y/f-f = KJ-BK = B,. 

Il ne reste plus qu'à prendre BM = BJ, et nous aurons la droite cher- 
chée MN. Quelquefois on peut prendre BN sur AB et BJ sur BG. 
Pour que le problème soit possible, il faut les conditions suivantes : 



B«=f + y/(jy-f<- 
B »=I-V / (i)'-f<" 
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La première inégalité donne a > b et la deuxième 6 > c; les deux 
ensemble, a > 6 > c. 

Exercices 

21 . Tracer deux droites dont on connaît la somme a et la diffé- 
rence b. 

22. Tracer deux arcs dont on connaît la somme et la différence. 

23. Construire deux angles, connaissant leur somme s et leur 
différence d. 

24. Construire deux angles, connaissant leur somme et leur 

P 
rapport — 

25. Tracer trois droites ou trois angles (ou trois arcs), con- 
naissant leur somme * et les différences a et b entre eux, pris 
deux à deux. 

26. Tracer deux droites, connaissant leur produit k 2 et leur 

2 
rapport égal à ^. 

Mener entre les côtés AB et BC et parallèlement au côté AC 
d'un triangle donné ABC une droite DE telle que : 

27. DB + EC = A, où h est une longueur donnée. 

28. EC = DB (voir ci-dessus). 

29. EC. BD = A 2 . 

30. çttt = -> où p et a sont des nombres. 
EL Ç 

31. Construire un triangle rectangle, connaissant la somme s 
des côtés comprenant l'angle droit et la hauteur h relative à cet 
angle. 

32. Construire un triangle rectangle, connaissant la hauteur 
relative à l'angle droit et étant donné qu'un des côtés est égal au 
segment non contigu, déterminé sur l'hypoténuse par la même 
hauteur. 

33. Mêmes données, sauf que la hauteur h est remplacée 
par l'hypoténuse a, 

34. Partager une longueur en deux parties de telle façon que la 
plus grande soit moyenne proportionnelle entre la plus petite et 
une autre longueur donnée. 
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' 35. Étant donnés un angle et un point, mener par ce point 
une droite qui détermine sur les côtés de l'angle deux segments 
dont la différence soit égale à une longueur donnée. 

36. Par le sommet A d'un carré donné ABCD mener une 
droite telle que le segment compris entre le côté CD et le pro- 
longement du côté BC soit égal à une longueur donnée. 

37. Trouver la distance des centres des cercles inscrit et 
circonscrit a un triangle donné. 

38. Mener par deux points donnés A et B une circonférence qui 
intercepte sur une droite donnée un segment de longueur donnée. 

39. Une bille se trouve en un point donné A d'un billard circu- 
laire ; déterminer la direction dans laquelle il faut l'envoyer pour 
que s'étant réfléchie un nombre donné de fois (2, 3, 4, etc.), des 
borda du billard elle repasse par le point de départ. 

40. Inscrire un polygone dans un cercle donné, de telle manière 
que les milieux des arcs sous-tendus par les côtés de ce polygone 
coïncident avec des points donnés. 

41 . Inscrire dans un cercle donné un triangle isocèle, connais- 
sant la somme (ou la différence) d'un des côtés égaux et de la hau- 
teur relative à la base. 

42. Par un point donné A mener une sécante à un cercle 
donné 0, de façon que la différence entre la partie intérieure et la 
partie extérieure de cette sécante soit égale à une longueur 
donnée. 

43. Etant donnés deux cercles égaux ou inégaux, placez-les à 
telle distance l'un de l'autre que la tangente commune extérieure 
soit deux fois plus grande que la tangente commune intérieure. 

44. Etant donné un cercle, y inscrire un rectangle dont les 
côtés consécutifs soient dans le rapport de 3 à 1. 

45. Étant donné un cercle et une tangente CB, mener par 
l'extrémité A du diamètre AB une sécante dont la partie exté- 
rieure, comprise entre le cercle et la tangente, soit égale à une 
longueur donnée. 

46. Construire un triangle rectangle, connaissant la différence 
(ou la somme) des côtés comprenant l'angle droit et la surface. 

47. Inscrire dans un cercle donné un triangle isocèle dont on 
connaît la médiane relative à l'un des côtés égaux. 

9 
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48. Déterminer le rayon du cercle inscrit dans un triangle dont 
on connaît la surface et le périmètre. 

49. Déterminer R, connaissant h a et bc. 

50. Inscrire un triangle DEF dans un triangle isocèle ABC, de 
telle façon que le côté DE soit parallèle à AC et que la surface du 
triangle DEF soit cinq fois plus petite que celle du triangle ABC. 

51. Construire un triangle, connaissant R, h a et b -|- c (I, 68). 

52. Trouver la base d'un triangle, lorsqu'on connaît le produit k 2 
de deux côtés, autres que la base, la surface m 2 et le rayon R du 
cercle circonscrit (I, 68). 

53. Construire un triangle ABC, connaissant R, h a et — 

54. Construire un triangle, connaissant b et h b et sachant que 
a = h a . 

55. Étant donné un point M à l'intérieur d'un triangle ABC, 
mener par ce point une droite qui coupe le triangle en deux par- 
ties équivalentes. 

56. Construire un triangle, connaissant un de ses côtés et 
l'angle opposé à ce côté, et sachant que le carré inscrit dans le 
triangle cherché forme un w me de la surface totale du triangle. 

57. Trouver la somme des triangles équilatéraux ABC, A,B 4 C 
A 2 B 2 C 2 , etc., dont chacun a pour côté la hauteur du précédent. 

58. Décrire deux cercles tangents l'un à l'autre et à un cercle 
donné, de telle façon que les centres de ces cercles soient situés 
sur une droite donnée et que la différence des surfaces des deux 
cercles cherchés représente le quart du cercle donné. 

59. Décrire deux cercles tangents l'un à l'autre et à un cercle 
donné, de telle façon que les centres des trois cercles soient situés 
sur une droite et que la surface de l'un des cercles soit moyenne 
proportionnelle entre les surfaces des deux autres. 

60. Étant donnés trois cercles tangents dont les centres sont 
situés sur une droite, décrire un quatrième cercle tangent aux 
trois premiers. 

61. Inscrire :un carré dans un cercle donné 0, un cercle dans 
ce carré, un deuxième carré dans le deuxième cercle, et ainsi de 
suite jusqu'à l'infini. Tracer (déterminer) le rayon du cercle équi- 
valent à la somme de tous ces cercles. 
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62. Étant donné que la surface d'un hexagone régulier est 
égale à celle d'un carré, déterminer les rayons des cercles cir-? 
conscrits à ces deux figures, sachant que la somme des surfaces 
de ces cercles est égale à la surface d'un cercle de rayon donné. 

63. Etant donné un secteur, mener un arc de cercle concen* 
trique qui le partage en moyenne et extrême raison. 

64. Construire un triangle, connaissant a, m a et b zt c. 

PROBLÈMES SUR LA GEOMETRIE DANS L 'ESPACE 

64 bis. Déterminer les dimensions d'un cylindre inscrit dans 
une sphère de rayon donné, sachant que son volume est égal à 
celui des deux segments sphériques qui s'appuient sur les bases 
du cylindre. 

66. Déterminer la hauteur d'un segment sphérique de rayon 
déterminé, sachant que son volume est deux fois plus petit que 
celui d'un cône circonscrit ayant même base. 

67. Déterminer la hauteur d'un segment sphérique de rayon 
déterminé, sachant que sa surface est deux fois plus grande que 
la surface latérale du cône inscrit dans ce segment. 

68. Déterminer la hauteur d'un tronc de cône, connaissant les 
rayons des bases et sachant que son volume doit être égal au 
tiers du produit de sa surface latérale par la hauteur. 

69. Déterminer le rayon de la base d'un cône dont la hauteur 
est h, sachant que la circonférence de contact de la sphère ins- 
crite et du cône partage la surface sphérique en deux parties dans 
le rapport de 1 à 7. 

70. Déterminer les dimensions d'un cône inscrit dans une 
sphère de rayon déterminé, sachant que son volume est égal à 
celui du segment sphérique ayant même base. 

71. On inscrit : une sphère dans un cône donné, une deuxième 
sphère tangente à la surface du cône et à la première sphère, et 
ainsi de suite jusqu'à l'infini ( 4 ). Déterminer le rayon de la sphère 
dont la surface soit égale à la somme des surfaces de toutes les 
sphères inscrites dans le cône. 

(i) L'axe du cône coïncide avec la ligne des centres des sphères. 
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72- Les deux côtés parallèles d'un trapèze sont égaux respecti- 
vement à B et à b. Construire ce trapèze, connaissant un de ses 
angles et sachant que le volume du corps résultant de la révolu- 
tion du trapèze autour du côté b est égal à celui d'un cône dont 
la hauteur et le rayon de la base sont égaux à R. Résoudre le 
même problème en admettant que le trapèze tourne autour du 
côté B. 

73. Construire un trapèze isocèle dont la grande base coïncide 
avec le diamètre d'un demi-cercle donné et dont la petite base et 
les côtes non parallèles soient tangents à ce même demi-cercle, 
sachant que les volumes de révolution du trapèze et du demi- 
cercle autour de AC sont entre eux comme 3 à 2. 

74. Déterminer les dimensions d'un cône équivalent à un 
cylindre ayant même hauteur et dont le rayon de la base est R, 
sachant que le cenlre de la base du cône est à la distance d de la 
génératrice du cône. 

75. Déterminer la hauteur d'un segment sphérique de rayon 
déterminé, sachant que son volume est moyen proportionnel entre 
ceux des cônes circonscrit et inscrit. 

76. Déterminer les rayons des bases d'un tronc de cône cir- 
conscrit à une sphère donnée, sachant que son volume est deux 
fois plus grand que le volume de la sphère. 

77. On a une sphère ; déterminer le rayon d'une sphère tan- 
gente telle que l'espace compris entre les deux sphères et la sur- 
face d'un cône tangent aux deux sphères (*) soit le double du 
volume de la sphère donnée. 

78. On a deux sphères égales; à quelle distance faut-il les 
placer l'une de l'autre pour que l'espace compris entre elles et la 
surface d'un cylindre tangent ( 4 ) soit égal au quart du volume de 
Tune des sphères données. 

79. Une sphère et un cylindre de rayons déterminés sont situés 
sur un plan MN ( 2 ). A quelle distance faut-il mener un plan paral- 
lèle à MN pour que les volumes du segment sphérique et du 
cylindre ainsi formés soient dans un rapport donné. 



(*) L'axe du cylindre coïncide avec la ligne des centres. 
( 2 ) L'axe du cylindre est perpendiculaire au plan MN. 
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80. On a un prisme oblique {/îg. 95) dont la base est un 
triangle équilatéral ; déterminer la 
hauteur de ce prisme, connaissant le 
côté AD et la hauteur DM de Tune 
des faces et sachant que l'arête AD 
forme des angles égaux avec les côtés 
de la base. 

Soit AG = a, AD = b et DM = h. Nous 
avons : DO = y/AD 2 — AO 2 . Étant donné 
"que les angles DAB et DAG sont égaux 
entre eux, les angles GAP et BAP le sont 
également, et, par conséquent, AP est per- 
pendiculaire à CB. De la similitude des 
triangles ACP et AMO nous concluons : 




AO__AG 
AM~~AP' 



AO 



V6 2 — h* V3* 



d'où 



a l 



AO=»^r-»" ; et 
V3 



DO: 



y 63 _4^_a 1 = v / i 



h* — 62 



81. Déterminer la hauteur d'un prisme oblique ayant pour 
base une figure régulière (triangle équilatéral, carré ou hexa- 
gone régulier dont le côté est a), sachant que le volume du 
prisme est a z est que la hauteur d'une des faces latérales est h. 

82. Déterminer la hauteur d'une pyramide oblique de volume 
donné a 3 , sachant que sa base est un triangle équilatéral ou un 

'hexagone régulier de périmètre donné Sa ou 6a et que la hauteur 
d'une face latérale déterminée est h. 

83. Quatre boules sphériques de rayon R chacune sont posées 
sur un plan et se touchent de façon à ce que les centres forment un 
carré. Une cinquième boule du même rayon est posée sur les. quatre 
premières. Déterminer la distance du centre de cette boule au 
plan. 

84* Cinq boules égales sont disposées de la même manière que; 
dans le problème précédent. La hauteur h étant connue, détermi- 
nerle rayon des boules. 
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85. Un nombre déterminé de boules égales sont disposées de 
manière à former, en se touchant, une pyramide dont la hauteur 
est h. À la base se trouvent n 2 boules, dans la deuxième rangée 
(n — J) a t dans la troisième (n — 2) a , et ainsi de suite jusqu'au 
sommet où se trouve une boule. Déterminer le rayon des boules 
et la forme de la pyramide. 

86. Partager un secteur sphérique donné en deux parties 
de volume égal par un plan perpendiculaire à Taxe du secteur. 

87. Déterminer l'angle que doit former un plan avec la base 
d'un parallélipipède rectangulaire donné, afin que la figure inter- 
ceptée sur le plan par les faces du parallélipipède soit un carré. 

APPLICATION DE LA TRIGONOMÉTRIE A LA SOLUTION DE PROBLÈMES 

DE GÉOMÉTRIE 

Construire un angle a?, étant donné : 

oo c- a a m. a . asinA 

88. bm a?=T"îCOsa? = r>tanga?=-, sina?= — - — • 

où c- <# a 2 — b 2 , a» + b 2 

89. bm x = tt» cos x = 9 , ,» ? tang œ = ! 

b 2 a 2 + b 2 6 . yj a \ _ b \ t 

on q- a* + b* a* — b* 4 a» — cb 2 

90. Sin^^-^, cosa? =^-+53» ia ^ œ =^+lb 2 ' 

01. Sin* = 4 :(î-|),cob«=V«: (^3 + r) ,tan « a? = ^T^- 

92. Sin* a? -f 2sina; — — = o; b cos* a? — 2a cosa? + b = o; 

, tang* a? ^&^ + 1 = o. 

93. Construire un triangle, connaissant a — ô = c?, A — B = «p 
et h e = h {/îg. 96). 

Soit ABC le triangle cherché. Nous remarquons tout d'abord que, 
pour résoudre le problème, il suffit de déterminer l'angle A. En effet, 
si. cet angle est connu, l'angle B = A ■«— y l'est également, et, comme 
nous connaissons, en outre, la hauteur h Cf .\a. construction est facile. 
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Tâchons donc de former des équations pour déterminer les angles A 
et B. Des triangles AGD et BGD nous trouvons 



d'où 



et 



a = - — ri 
sm B 

d = a — b = h 



sin A' 

sin A — sin B 
sin A. sin B ' 



sin A — sin B 



, . A — B A + B 

4 sm — - — cos — - — 
2 2 



h sin A. sin B cos (A — B) — cos (A + B) 

N 




Fig. 96. 

Nous remarquons que, dans cette équation, nous connaissons d, h et 
A — B, et nous pouvons déterminer A + B. Soit A + B = 2x. Substi- 
tuons # à — ^ — > et nous trouverons : 



, 4 sm J cos x 
a 2 



4 sin j cos x 



d'où 
et 



h cos? — cos2a: cos? — (2 cos 2 # — 1)' 

„ . 2h . © i + cos © 
cos 2 a? + -T- sm | cos a? — - L = o, 



h . 9 _,_ A A 2 . « y , 1 + cos 9 
cosaî = -d sin 2 ± V^ Sm 2 + 2 

— h sin | =fc y à 2 sin 2 | + cPcos 2 | 



Mais a? : 



A + B 
2 



< 90° ; d'où il résulte que cos x est positif et que 
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par conséquent, une seule racine satisfait à la condition du problème. 

Pour construire l'angle x, prenons l'angle NAM égal à |; sur le côté 

AM de cet angle, marquons AM = d et AE = h. Sur AM et AE comme 
diamètres construisons deux demi-circonférences, qui rencontreront le 

côté AN en N et en F, et nous trouverons AN = d cos |j EF = h sin| • 

Soit NG = EF ; joignons A et G et, sur AG, prenons GH = EF ; nous 

, AH 

avons alors : cos x = -r-rr- 
AM 

Comme exemple de la construction des formules trigonométriques, 
nous allons indiquer celle de la formule ci-dessus. 

Du point A comme centre et avec AH comme rayon décrivons un arc 
de cercle qui rencontrera la circonférence décrite sur MA comme dia- 
mètre aux points J et K. Nous avons AJ = AM cos MAJ ; d'où 

. . f AJ AH 
C0SMAJ =ÂM = ÂM> 

l'angle MAJ est donc égal à l'angle x. 

Des équations A + B = 2# et A — B = ? nous trouvons A = x + j 

et B = x — ! ; d'où A = NAJ et B = NAK. 

Pour terminer la construction, prenons JO = h et par menons OC 
parallèle à JA ; enfin au point C construisons l'angle OCB = CAK. / 

Construire un triangle, connaissant : 

94. a, £, A = À 3 . — S4 M '. a, C, A = A 2 . 

95. a, m a ,B — C. 

96. a + b, A — B, h e . 

97. b c , A — B, a -f- b. — 97*". ft c , A — B, a — b. 

98. A, a, BD + AE où BD et AE sont les segments détermi- 
nés sur les côtés c et b par les hauteurs h c et h b . 

99. A, a et BD — AE (III, 98). 

100. A, R + r, 2p. 

101. A, R — r, 2;i. 
R # 
r 
R 

r 



102. A, a, 

103. À, 2j>, 
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104. fl,B-Ci±c (II, 461). 

105. A, b ± C, h a . 

106. Inscrire dans un secteur donné un rectangle de surface 
donnée (deux cas). 

107. Inscrire dans un secteur donné un rectangle dont la dia- 
gonale soit donnée (deux cas). 

108. Construire un triaagle ABC, connaissant ne. mi. et la dis- 
tance de A à m/,. 
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PROBLÈMES MIXTES 



1. Mener dans un triangle donné ABC une droite BD (le point 
D situé sur AC), telle que BD a = AD.DC (I, 66, et II, 187). 

2. Étant donnés un triangle ABC, des points A, B, C comme 
centres, décrire trois cercles tangents deux à deux (II, 164). 

3. Mener une tangente à un arc de cercle dont le centre n'est 
pas donné. 

4. Étant donnés un cercle O, une corde AB et le milieu M de Tare 
AB, mener une corde MN de telle façon que le segment CN 
(C situé sur AB) soit égal à une longueur donnée. 

5. Construire un triangle, connaissant a, A et b x . 

6. Problème de Pappus. — Entre les côtés d'un angle et par 

un point D situé sur la 

A^ ^-^Fr-\ bissectrice de cet angle, 

mener une droite de Ion- 
\A t gueur donnée [fig. 97). 



Décrivons sur B I C 1 égale 
à la longueur donnée un 
segment de cercle capable 
de l'angle donné. Menons 
un diamètre HjFj perpen- 
diculaire à la corde B ( C< ; 




Fig. 97. 



joignons H< à un point quelconque Aj de la circonférence 0, et tra- 
çons AjF<. De la similitude des triangles rectangles D<E<Fj et A 4 H 1 F I 
nous concluons : 



Ml 
H,F, 



= |j|j ; d'où D,F, (F,D, + D,A<) = H<F,.E,F< = C<F?. 
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En désignant D<F, par x, A<D 4 par b et C4F4 par c, nous avons 
x 2 +- bx — c 2 = 0. 



La construction de x=z— ' â + V-r + c * étant faite» on construit 

BjAjCj et on rapporte A<B 4 sur le côté de l'angle BAC, après quoi on 
mène, par les points B et D, la droite BC. 

7. Construire un triangle, connaissant a-{- b, b c etB — A. 

8. Construire un triangle, connaissant a-{- b, h c et B — A. 

9. Connaissant les côtés a et c du triangle ABC et la bissec- 
trice b B de l'angle B compris entre ces côtés, déterminer la lon- 
gueur du segment de droite CD parallèle à b B et compris entre le 
point C et le prolongement du côté c. 

10. Construire un triangle, connaissant a, c et b B (IV, 9, ou 
1. g. XII). 

11. Construire un triangle ABC, connaissant deux de ses côtés 

c et a et la longueur de la droite BD qui joint le sommet de 

l'angle B compris entre ces côtés avec un point D du côté opposé 

AD m 
tel que 52 = - 

12. Démontrer le théorème suivant (*) : Si D, Eet F sont les points 
de contact d'un cercle inscrit dans un triangle ABC avec les 
côtés de ce triangle et M, N et P les points de contact d'un cercle 
ex-inscrit tangent au côté BC et aux prolongements des côtés AB 
et AC (les points D et M, E et P, F et N se trouvent respective- 
m ent sur les côtés AB, AC et BC ou leurs prolongements), on a : 
2AD = AB + AC — BC, 2AM = AB + AC + BC, AD = AM 
— BC, BD + EC = BC = MB + CN, PF= AB — AC, DB — 
EC=:AB — AC. 

Construire un triangle, connaissant : 

13. A, h a , b + c — a (II, 84). 

14. A, 2p, r. 

15. A, ha, 2p. 

' p)'Ce théorème sert à la résolution des seize problèmes qui suivent. 
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16. a, b -|- c, r. (On construit d'abord b -f- c — a.) 

17. a, b — c, r. (On construit d'abord a — b -f- c.) 

18. A, 2p, A. (On détermine r, voir IV, 14.) 

19. A, r, A. (On trouve p, voir IV, 14.) 

20. h a , 2p, r. (On détermine a à l'aide de la surface du triangle.) 
21.'A,r, p«. 

22. A,A a , Pa (II, 84); A, h a , fè . 

23. A, p a , b + c — *• 

24. 2p, r, p a . (On construit le triangle M AN.) 

25. a 9 r, p a . (On connaît la distance entre les points de contact. 
Même solution, lorsqu'on a r, p a et b — c.) 

26. A, A et le rapport des segments AD et BD déterminés sur 
le côté c par le point de contact D de ce côté avec le cercle 
inscrit. 

27. Sur les côtés AB et AC (ou leurs prolongements) d^un 
triangle donné ABC trouver deux points X et Y tels que la somme 
de XB et de YC soit égale à BC et que la droite XY soit à une 
distance donnée du sommet A ou passe par un point donné 

(iv, 42). ; 

28. Trouver les points de contact des cercles ex-inscrits d'un 
. triangle donné sans déterminer les centres et les rayons de ces 

cercles (IV, 12). 

29. Sur les côtés AB et AC d'un triangle donné ABC, trouver 
les points X et Y tels que la somme BX + XY -[- YC (ou XB -j- 
YC) soit égale à une longueur donnée (IV, 12). 

30. Étant donnés un cercle et deux tangentes issues d'un point 
donné A, mener entre ces dernières une troisième tangente qui soit 
de longueur donnée (IV, 12). 

31. Construire un triangle, connaissant r, A et h a (I. g. IV et 
11,84). 

32. Le parallélogramme ABCD est coupé par une droite ED. 
Trouver sur cette droite un point X tel que les angles AXÉ et 
CXD soient supplémentaires. 



Transportons par translation CX et DX respectivement en BF et 
et construisons (II, 542) un quadrilatère inscriptible FBXA. 



ÀF, 
33. Par le sommet B d'un triangle donné ABC mener une 
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droite telle que les projections des côtés AB et BC sur cette droite 
soient dans un rapport donné. 

34. Étant donnés deux cercles et 0< et un point A (<), mener 
par A une sécante commune BAC (ou ABC) telle que AB et AC 

soient dans un rapport donné — 

Supposons le problème résolu, et soit BAC la sécante commune 
cherchée. Joignons à B et à A, prolongeons OA et menons CE paral- 
lèle à OB. Les triangles ABO et ACE étant semblables, nous avons 

— ==-— = - •* Or, AO étant connu, nous déterminerons ainsi AE. 
AE AL n 

D'autre part : gpr = — nous donne la longueur de EC et, par consé- 
quent, le point C. 

36. Construire un parallélogramme dont deux sommets soient 
en deux points donnés et les deux autres sur deux circonférences 
données. 

37. Étant donnés un cercle et un point A, mener par A une 
sécante ABC telle que la différence AB — BC soit égale à une lon- 
gueur donnée. 

38. Démontrer que la somme des trois perpendiculaires abais- 
sées des sommets d'un Iriangle quelconque sur une droite quel- 
conque, est égale à trois fois la perpendiculaire abaissée du centre 
de gravité du triangle sur la même droite (I, 61). 

39. Par un point donné N, mener une droite de telle façon que 
la somme des distances de trois points donnés A, B et C à cette 
droite soit égale à la distance d'un quatrième point donné M à la 
même droite (IV, 38). 

40. Étant donnés deux triangles ABC et DEF et un point K 
situé entre ces triangles, mener par K une droite telle que la 
somme des distances des sommets A, B et C à cette droite soit 
dans un rapport donné à la somme des distances des points D, E 
et F à la même droite. 

41. Étant donnés un triangle et un plan qui ne coïncide pas 

(!) Ce point doit se trouver entre les deux tangentes communes extérieures. 



Digiti 



zedby G00gle 



142 PROBLEMES DE GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE 

avec le plan du triangle, démontrer que la somme des trois per- 
pendiculaires abaissées des sommets du triangle sur le plan est 
égale à trois fois la perpendiculaire abaissée du centre de gravité 
du triangle sur le même plan. 

42. Étant donnés un triangle ABC et trois points M, G et E 
situés en dehors du plan ABC, mener par les deux derniers un 
plan tel que la somme des distances des points A, B et C à ce plan 
soit égale à la distance du point M'au même plan (IV, 41). 

43. Partager une longueur donnée en deux parties qui se rap- 
portent entre elles comme les surfaces des carrés construits sur 
deux longueurs données . 

44. Partager une longueur donnée en deux parties telles que 
les surfaces des carrés construits sur ces parties soient dans un 
rapport donné (H, 372). 

45. Trouver sur le prolongement d'un segment de droite 
donné AB un point K tel que les carrés construits sur AK et BK 

soient dans un rapport donné (II, 372). 

b 2 

46. Construire un triangle, connaissant A, a, — (IV, 43). 

Q 

47. Construire un triangle, connaissant m 6 , m c et- (IV, 34). 

C CL 

Au lieu de - on peut donner - (1. g. XII). 

48. Construire un triangle égal à un triangle donné et tel 
que chacun de ses côtés passe par un point donné (H, 193 et 570). 

49. Construire un triangle, étant donnés les pieds de ses trois 
hauteurs. 

50. Construire un polygone tel que les perpendiculaires menées 
par les milieux de ses côtés coïncident avec des droites données 
en situation (m. sym.). 

51. Construire un polygone, connaissant la direction des bissec- 
trices de ses angles. 

52. Trouver sur une droite donnée MN un point X tel que la 
somme (ou la différence) des distances de ce point à deux points 
donnés A et B soit égale à une longueur donnée (II, 420). 

53. Construire un parallélogramme, connaissant une base, 
la hauteur relative à cette base et la différence des diagonales 
(IV, 52). 
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54. Construire un triangle, connaissant a> £-f" c et l'angle com- 
pris entre m a et a. 

55. Construire un triangle, connaissant A, a, et h b -\- h e = s 
(ftg. 98). 

G 




Ex 

B 

Fig. 98. ' 

56. Construire un triangle, connaissant sa surface, A et * c ' • 

57. Construire un triangle, connaissant R, h b et b B (1, 69). 

58. Construire un triangle, connaissant m bl h b et £ B (I? .69). 

59. Construire un triangle, connaissant A, p a et p b . 

60. Trouver le lieu des centres des cercles inscrits dans les 
triangles ayant même base et même angle au sommet. 

61. Construire un triangle, connaissant a, A et r (IV, 60). 

62. Construire un triangle, connaissant a, R et r ou A, R et r 
(IV, 60). 

63. Construire un triangle, connaissant h a R et r. 

64. Par le point C de la bissectrice d'un angle donné A et entre 
les côtés de cet angle mener une droite XCY telle que la diffé- 
rence AX — A Y soit égale à une longueur donnée (II, 601). 

65. Par le point C de la bissectrice d'un angle donné A, mener 
une sécante XCY telle que la somme AX -f- A Y soit égale à une 
longueur donnée (II, 8). 

67. Déterminer, le lieu des intersections des hauteurs des 
triangles ayant môme base et même angle au sommet. 

68. Déterminer le lieu des sommets des triangles ayant même 
base et même angle à l'intersection des hauteurs. 

Construire un triangle, connaissant : 

69. a, ^:{h b h e )eth a )lY, 67). 
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70. a, A et l'angle compris entre h b et la droite qui joiri Je 
milieu de a à l'intersection des trois hauteurs. . 

71. a, A et ^:(h bi m a ). 

72. Étant donnés un cercle et une corde AB, mener dans une 
certaine direction une deuxième corde CD, qui soit partagée par la 
première dans un rapport donné. 

73. Étant donnés une circonférence et deux points A et B, 
trouver sur la circonférence un point M tel que la corde qui joint 
les intersections des lignes AM et BM à la circonférence soit 
parallèle à AB. 

74. Étant donnés une circonférence et deux points A et B, 
trouver sur la circonférence un point M tel que la Corde qui joint 
les intersections des lignes AM et BM à la circonférence soit 
parallèle à une droite donnée PQ. 

Ce problème peut également, être énoncé ainsi : Inscrire dans un 
cercle donné un triangle dont deux côtés passent par deux points 
donnés et le troisième soit parallèle à une droite donnée. 

75. Inscrire dans un cercle donné un triangle dont les 
côtés passent par trois points donnés A, B et C. 

76. Déterminer le lieu des points d'où deux cercles donnés 
soient vus sous des angles égaux. 

77. Trouver un point d'où trois cercles donnés soient vus sous 
des angles égaux. 

78. Étant donnés deux cercles et 4 et deux, poids A et M, 
mener par M une circonférence tangente au cercle 0< et formant 
avec le cercle une corde commune passant par le point A 
(I, 65 et 66). 

79. Mener par deux points donnés A et B une circonférence 
qui forme avec une circonférence donnée une corde commune 
passant par un point donné C (I, 65 et 66). 

80. Mener par deux points donnés A et B une circonférence 
ayant avec une circonférence donnée une corde commune de 
longueur donnée (1,65 et 66; 1. g. VI). 

81. Inscrire un cercle dans un secteur donné. 

82. Décrire un cercle tangent aux prolongements de deux 
rayons déterminés d'un cercle donné et au cercle lui-même. 
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r 83. Décrire trois, quatre ou, en général, n cercles égaux tan- 
gents les uns aux autres et à un cerclé doiiné. 

84. Décrire un cercle tangent à deux cercles donnés de telle 
façon que la droite qui joint les points de contact : 1° passe par un 
point donné; 2° soit de longueur donnée. 

85. Décrire une circonférence qui éoit coupée en deux parties 
égales par chacune de trois circonférences données (1. g. XI). 

86. Étant donnés deux points et 4 , décrire de ces points 
comme centres deux cercles tangents et ayant une tangente com- 
mune de direction déterminée. 

Démontrer que les tangentes communes à deux cercles tangents 
et Oj sont en même temps tangentes au cercle dont 00 4 est le diamètre. 

87. Étant donnés deux points A. et B et une circonférence O, 
trouver sur cette dernière un point M tel que la corde qui joint 
les intersections des droites AM et BM avec la circonférence soit 
maximum ou minimum. 

Démontrer que, si sur une portion de droite AB on construit deux 
segments de cercle, celui dont le rayon est plus grand est capable d'un 
pjus petit angle (voir aussi II, 420). 

88. Trouver sur une droite donnée un point d'où une portion de 
droite donnée en tant que longueur et situation soit vue sous un 
angle maximum. 

89. Mener par un point donné une circonférence telle qu'une 
circonférence donnée O la partage en deux parties égales et qu'une 
seconde circonférence donnée la coupe orthogonalement (1. g. X); 

90. Étant données deux circonférences O, et 2 , trouver sur la 
première deux points diamétralement opposés Y et Z et, sur la 
deuxième, un point X, tels que l'angle YXZ soit égal à un angle 
donné (II, 90). < 

91. Inscrire, dans un triangle donné ABC, un triangle dont le 
périmètre soit minimum et dont un sommet soit situé en un point 
donné D du côté BC. 

92. Inscrire, dans un secteur donné ABC, un triangle dont le 
périmètre soit minimum et dont un sommet soit situé en un point 
donné D de l'arc BC. 

10 
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93. Inscrire dans un triangle donné ABC un triangle dont le 
périmètre soit minimum [fig. 99). 




94. Mener, par un point donné M, une sécante à deux circonfé- 
rences tangentes données et 0<, de telle façon que les droites 
qui joignent le point de contact K aux points d'intersection de la 
sécante avec les circonférences données soient perpendiculaires 
entre elles. 

Démontrer que cette sécante passe par le centre de similitude des 
deux cercles. 

95. Inscrire dans un polygone régulier un autre polygone 
régulier du même nombre de côtés et dont le périmètre soit de 
longueur donnée. 

96. Inscrire dans un triangle donné un autre triangle de forme 
déterminée et ayant le périmètre minimum (H, 425 et 493). 

97; Trouver le lieu des points qui partagent dans un rapport 

4M 

donné — toutes les droites menées d'un point donné A à une cir- 
conférence donnée. 

98. Étant donnés deux cercles qui se coupent en deux points 
A et B, construire un triangle de périmètre donné dont les som- 
mets soient situés sur les circonférences données et dont deux 
côtés passent par les points A et B. 

99. Construire un quadrilatère de forme déterminée et tel que 
ses quatre côtés passent par quatre points donnés (H, 216). 
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100. Construire un quadrilatère inscriptible ABCD, connaissant 
BD, Jg, et les angles A et ACB (1. g. V et XII). 

101. Étant donnés deux parallèles, un point A situé sur Tune 
d'elles et un point B situé quelque part, mener par les points A 
et B deux parallèles, de façon à former avec les parallèles données 
un parallélogramme dont le périmètre soit de longueur donné 
(m. sym.). 

102. Par un point A situé à Tinté rieur d'un angle donné BCD, 
mener une sécante XAY telle que le produit AX X A Y soit donné. 

103. Construire un triangle, connaissant h a , h b et r. 

104. Par un des points d'intersection de deux circonférences 
données, mener une sécante sur laquelle les circonférences 
interceptent deux cordes dont le produit soit donné. 

105. Étant donnés un cercle et deux droites dont le point d'in- 
tersection ne se trouve pas dans les limites du dessin, mener une 
tangente qui soit concourante avec les droites données. 

106. Une bille de billard se trouve au point M. Déterminer 
l'angle sous lequel il faut L'envoyer pour que, s'étant réfléchie des 
quatre côtés du billard, elle passe par un point donné N. 

107. Étant donné un cercle O, y inscrire un quadrilatère cir- 
conscriptible ABCD, connaissant l'angle formé par les diago* 
nales et une diagonale AC. 

108. Construire un triangle de dimensions et de forme déter- 
minées de telle façon que deux de ses côtés passent par deux 
points donnés et que la médiane issue de l'angle compris entre 
les côtés ci-dessus soit tangente à un cercle donné. 

Démontrer l'exactitude des expressions suivantes : 

109 . A = ?•(* + *-*) . ■ ±i% a = *•(' + » + *) . 

1111 1 1 11 

r fa fb fa * r h a l h b h e 

111 A a = r ?a9ù p c . 114> 1 = I . i. 

K pb Pc 
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Construire un triangle, connaissant : 

115. p«, ?b et p c . 
,116.*,, ret£î- 

. 117. r r p a et h a . 

118. r r p a et A. 

119. p/„ pc et B — C. 
r t20. a, p^et p c .. 

. 121. p*, p c etc + b. 
122. & — c, retB— C. 

,123. A, r, £ — c. 

i 124. Circonscrire un triangle à un cercle donné de façon à ce 
que ses sommets soient situés sur les prolongements de trois 
rayons de directions déterminées. 

125. Étant donnés deux circonférences et 0< et deux points 
A et B situés sur la première, trouver sur cette même circon- 
férence un point X tel que les prolongements des droites AX et BX 
déterminent sur la deuxième circonférence un arc sous-tendu par 
une corde de longueur donnée. 

- .126. Par un point donné D, mener une droite qui forme, avec 
deux autresdroites données, un triangle ABC de surface donnée. 

127. Sur un billard qui a la forme d'un polygone de n côtés se 
trouve une bille M. Lancer M contre un des côtés du billard de 
telle manière qu'après s'être réfléchie sur tous les bords du 
billard successivement elle passe par un point donné N. 

128. Étant donnés une ligne MN et deux points A et B situés, 
de part et d'autre de cette droite, trouver sur celle-ci un point X 
tel que la différence des angles BXM et AXM soit maximum. 

129. Étant données deux droites AB et DE, mener une 
sécante XY de direction déterminée (X sur DE et Y sur AB) telle 
que les angles DYX et EYX soient égaux entre eux (fl, 445). 

130. Mener par un point donné deux droites qui partagent un 
triangle donné en trois parties équivalentes. 

131. Étant donné un triangle ABC, mener une transversale DE 
(D sur AB," E sur BC) parallèle à une droite donnée et moyenne 
proportionnelle entre les segments AD et DB. 
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132. Construire un triangle isocèle de telle manière que la 
base coïncide avec une droite donnée, que le sommet se trouve sur 
une autre droite donnée et que les côtés passent par deux points 
donnés. 

133. Construire un triangle isocèle, connaissant la surface et 

^±M (m . 8 . ; IIf 440). 

134. Inscrire un trapèze dans un cercle donné-, connaissant la 
distance entre les côtés parallèles et l'angle compris entre les dia- 
gonales. 

135. Inscrire un trapèze dans un cercle donné, connaissant la 
somme des côtés parallèles et la distance entre ces côtés. 

136. Construire un triangle, connaissant A, R et le rapport dans 
lequel est partagé le côté ÀB par le point de contact de ce côté 
avec le cercle ex-inscrit (m. s.). 

137. Inscrire dans un quadrilatère donné un quadrilatère de 
forme donnée. 

138. Étant donnés deux points A et B situés sur deux circon- 
férences données, trouver sur Taxe radical CD un point E tel que 
la droite FG qui joint les points d'intersection deEAet de EB avec 
les circonférences soit parallèle à la ligne des centres (m. sym.). 

139. Étant donnés trois points A, B et C, décrire un cercle de 
telle façon que A, B et C soient les milieux de trois cordes de lon- 
gueurs données. 

140. Etant donnés deux points A et B sur un côté d'un angle 
droit, trouver sur le deuxième côté un point X tel que l'angle AXB 
soit le double de l'angle ABX. 

141. Soient CD une base horizontale déterminée comme lon- 
gueur et situation, AB la hauteur d'une montagne par rapport au 
niveau de la base. Déterminer cette hauteur, étant donné que la 
ligne AB est vue des points C et D respectivement sous les angles 
a et fi et que du sommet A la base CD est vue sous l'angle y. 

142. Construire un triangle, connaissant un de ses angles et 
les rayons des cercles inscrits dans les triangles déterminés 
dans le triangle demandé par la hauteur issue de l'angle donné. 

143. Construire un triangle, connaissant 2p, h a , et B — C (II, 
553; m. sym.). 
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144. Etant donnés un couple de parallèles CD et EF et deux 
points A et B situés de part et d'autre de ce couple, mener des 
sécantes AXY et BYZ (X et Z sur CD, Y sur EF) de telle façon 
que XY soit égale à XZ. 

145. Résoudre le problème précédent de manière à avoir YZ 
= XY. 

146. Etant donnés trois points A, B et C, mener par le point 
A et entre les points B et C, une droite telle que la différence des 
carrés construits sur les perpendiculaires abaissées des points B 
et C sur cette droite soit égale au carré construit sur une droite 
de longueur donnée. 

147. Deux cheminées de hauteur égale sont vues, d'un point 
donné E, situé sur le prolongement de la droite qui joint les bases 
des cheminées, sous des angles a et p et d un autre point donné T, 
situé sur la même droite, sous des angles y et 8. Déterminer la 
hauteur des cheminées et la distance qui les sépare, sans recourir 
aux formules de trigonométrie (m. s.). 

148. Construire un triangle connaissant A, a et la somme 
AD + AE [ftg. 98; II, 461). Au lieu de «, on peut donner 2p, 
R ou r. 

149. Construire un triangle, connaissant [fig. 98) la somme des 
hauteurs CD -f- BE, la somme des segments AD -[- AE et R. *. 

150. Construire un triangle, connaissant A, R et BD -f - EC 

151. Étant données quatre droites, en mener une cinquième 
de telle manière que les trois segments déterminés sur elle soient 
dans des rapports donnés. 

152. Étant donnés un point A et deux circonférences Q et .0,, 
mener par A une troisième circonférence tangente à la circonfé- 
rence O et partageant en deux parties égales la circonférence C^ 
(1. g. XI; IV, 52). 

153. Étant donnés deux droites parallèles et deux points A 
et B, mener une sécante AXY telle que l'angle XBY soit de 
grandeur donnée (m. tr.). 

154. Inscrire dans un secteur donné un rectangle de périmètre 
déterminé. 

1 Apollonius, De sectione spatii. •.•-■. • • ' ° 
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155. Mener par deux points donnés A et B une circonférence 
telle qu'elle coupe deux parrallèles données MN et PQ, la première 
en X et X, , la deuxième en Y et Y et que Tune des quatre droites 
XY, XY,, X,Y ou XjY, soit de direction déterminée. 

156. Étant donnés deux droites MN et PQ et un point A situé 
sur PQ, mener une sécante ZU (Z sur MN, U sur PQ) telle que 
ZU* — UA* == À*. 

157. Inscrire un triangle abc dans un triangle donné ABC, 
connaissant la longueur du côté bc et la direction des deux autres 
côtés. 

158. Inscrire dans un triangle donné ABC un triangle sem- 
blable de telle manière qu'un de ses côtés passe par un point 
donné. 




/ 







Fig. 100. 

159. Étant donnés deux cercles, mener une tangente à chacun 
d'eux dételle manière qu'elles forment un angle donné et que la 
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droite qui joint les points de contact passe par un point donné 
(m. r.) 

160. Étant donnés trois circonférences et trois points À, B et 
C situés sur elles, mener une sécante XYZ de telle manière que 
les arcs AX, BY et CZ aient même mesure (fig. 100; II, 608). 



FIN 
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